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Abstrak : Model mangsa pemangsa yang memuat respon
fungsional berbentuk Michaelis-Menten-Holling merupakan salah
satu model mangsa pemangsa dengan dinamika solusinya yang
sangat kompleks. Dalam model ini akan didapatkan bifurkasi Hopf
dan kemunculan /imit cycle serta keberadaan bifurkasi heteroclinic.
Dalam tulisan ini akan ditunjukkan kelas-kelas parameter yang
memunculkan bifurkasi Hopf dan heteroclinic.

Kata Kkunci: bifurkas Hopf, bifurkasi hereroclinic, dan mangsa
pemangsa.

1. PENDAHULUAN

Mangsa-pemangsa merupakan salah satu jenis interaksi antara dua atau lebih
spesies di dalam suatu lingkungan hidup. Pada hubungan mangsa-pemangsa
dua spesies, satu spesies yang menjadi mangsa menentukan laju pertumbuhan
spesies pemangsa karena spesies mangsa ini menjadi makanan bagi spesies
pemangsa untuk pertumbuhan dan perkembangbiakannya. Sebaliknya, spesies
pemangsa akan menyebabkan turunnya laju pertumbuhan spesies mangsa.
Model mangsa-pemangsa yang dipelajari adalah model magsa-pemangsa
Lotka-Volterra.

Pengembangan model mangsa pemangsa ini difokuskan pada pemilihan fungsi
interaksi antara mangsa dan pemangsa yang disebut dengan respon fungsional.
Berdasarkan respon fungsional ini, dikenal adanya model May, Holling (tipe I,
IT dan III), Bazykin dan Michaelis-Menten (Metzler and Wischniewsky,1985).
Perbedaan dari model-model ini terletak pada pemilihan asumsi yang
dikenakan dalam model.

Berezovskaya, Karev dan Arditi (2001) telah mengembangkan model mangsa
pemangsa terpaut rasio yang kemudian dilakukan analisa terhadap parameter
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yang terlibat. Dalam pembahasannya, telah ditemukan adanya bifurkasi dalam
model tersebut. Analisa seperti yang mereka lakukan, selanjutnya
dikembangkan dalam tulisan ini dengan memilih parameter-parameter tertentu
yang memunculkan bifurkasi heteroclinic.

2. PERMODELAN DAN PENONDIMENSIONALAN

Model mangsa-pemangsa yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah model
yang dikembangkan oleh Arditi dan Ginzburg (1989). Model ini merupakan
model mangsa pemangsa terpaut rasio antara pemangsa dan mangsa, yang
dituliskan dalam bentuk

N, =N .;a(N)—-g(g-)P
P.=eg(3)P—qP

dengan rN @(N) merupakan laju pertumbuhan mangsa tanpa adanya pemangsa,
gP merupakanlaju kematian pemangsa tanpa adanya mangsa dan fungsi

)

g(x) =g(§) merupakan trophic function (level dari jenis pemangsaan).
Dalam tulisan ini akan dipilih Ne¢(N) merupakan bentuk fungsi logistic dan

) (g) = f:hN yvang merupakan bentuk Holling tipe II. Dengan demikian
model dalam persamaan (1) di atas dapat dituliskan menjadi
N anN
(i) -2 2
p, = eaN P —aP ()
t ™ ptahn q

Selanjutnya dengan melakukan penondimensionalan model (2) di atas, yaitu dengan

memilih transformasi x = —E, y= ﬁ, T= E dan pengubahan nilai parameter baru

a= g, B = &,y = g akan diperoleh model baru sebagai berikut

xr=x(1—x)—%
ey i B )
Y=Yy +

x+y

Dalam model (3), parameter y merepresentasikan laju kematian pemangsa (baru).
Komponen trophic function dicirikan oleh dua parameter a dan . Parameter o
dapat diartikan sebagai angka kematian mangsa maksimum karena adanya
predasi untuk tak terbatas jumlah predator. Parameter [ adalah tingkat
pertumbuhan maksimum predator untuk jumlah mangsa tak terbatas.

3. KESTABILAN TITIK TETAP

Titik tetap model (3) adalah Ty(0,0), T1(1,0) dan T,(x",y*) dengan x* = 1 —
o:‘gl%y dan y* = w Dengan melakukan pelinearan pada model
(3), akan diperoleh matriks Jacobi berikut
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2 2

s ay ax
Fe SRR (x +y)?
B T L
(x + y)2 (x+y)*
Matriks Jacobi untuk titik tetap T, adalah J; = (é _Oy), sehingga nilai

eigennya 4, = 1 dan A4, = —y. Karena y > 0 maka dapat disimpulkan bahwa
T, bersifat sadel (Strogatz,1994). Matriks Jacobi untuk titik tetap T; =

=i -y ; it v = T
( 0 —y+ B), sehingga nilai eigennya A, = —1 dan 4, = —y + f. Dari hasil

ini dapat disimpulkan bahwa T; akan bersifat sadel jika f >y dan simpul
stabil jika f < y (Strogatz,1994).

Titik tetap T,(x",y") dengan x* =1 — a% dan y* = w—_”(‘[}_:—ﬁ akan
berada di kuadran pertama jika memenuhi x* > 0 atau 1 — afX > 0 dan

B
Ep)-a-p)) _”}(‘Bﬁ_:(ﬁ_y)) >0. Agar 1—a ’G’%y > 0, maka haruslah
B

berlaku @ < o, Agar M’{;}Mﬂ > (0 dan memenuhi a < y e maka
haruslah berlaku 8 > y. Sehingga syarat agar T, ada dalam kuadran I adalah

"
a< e dan f > . €))

y* >0 atau
B

Selanjutnya jika dipandang parameter @ dan [ berubah, maka ada kondisi
dimana nilai @ = . Dalam kondisi ini berarti nilai x* =1 — (f —y)>0,
E-NE-E-n),,

mengakibatkan f < y + 1. Demikian juga dengan nilai y* = -

akan mengakibatkany < f <y + 1.

Nilai eigen dari titik tetap T, adalah
o| ay® y? 1
o1 )t

2 Bt " B
dengan
2 Z
A:(a+y—1)2+2;l’ (1—a)+%;-(3a—1)
ay* (a 2y /3a
+F(E'—2)+'ﬁ—(F—1)+E.

Syarat perlu agar kondisi bifurkasi Hopf tercapai adalah jika nilai eigen sama
dengan imajiner murni (Strogatz,1994). Ini berarti bagian real dari a—1—

2 2
% + % — ¥ = 0dan A < 0. Dari kondisi pertama akan diperoleh
2 2
a= 1+%—%+y atau
B
Bly+3=
a= _.B_}'$ (5)

g=Y
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h 4y B3 (B-y)(B-1-V)
B+y
persamaan (4) yaitu 8 > y maka persamaan ini akan dipenuhi jika

B<y+1 (6)

dan dari kondisi kedua akan diperole < 0. Karena syarat

4. PERILAKU SISTEM DI SEKITAR TITIK TETAP
Dari persamaan (4) diperoleh suatu parameter batas, yaitu a = % dan f =y
yang mengubah struktur sistem (3). Misalkan didefinisikan kurva K;: f =y
dan Ky:a = % yang merupakan batas keberadaan T,. Dapat dilihat bahwa
dalam kondisi f# = y maka titik tetap T, akan menyatu dengan titik tetap T;.
Demikian juga jika kondisi a = % maka titik tetap T, akan menyatu dengan

titik tetap Tj.

Dari persamaan (4), (5) dan (6), diperoleh suatu parameter batas yang
mengakibatkan terjadinya bifurkasi Hopf pada titik tetap T,. Misalkan batas

8
3(Y+E)
By '’

parameter ini digambarkan dalam sebuah kurva K3, maka Kz:a =
y<pg<y+l

4. LIMIT CYCLE DAN BIFURKASI HETROCLINIC

Dari pembahasan pada subbab (3), untuk setiap y yang dipilih maka akan
muncul bifurkasi Hopf pada saat parameter melalui kurva K3. Karena syarat
y < B <y + 1, maka posisi kurva K3 ini akan berada di sebelah kiri kurva K.
Sehingga jika nilai parameter S bergerak dari kiri ke kanan melalui kurva K3,
maka disebelah kanan K5 akan muncul /imit cycle yang bentuknya dari kecil
membesar. Tetapi pada saat melewati K; maka titik tetap T, akan menghilang
karena menyatu dengan T, sehingga otomatis /imit cycle-nya akan menghilang.
Sehingga terjadinya /imit cycle berada pada daerah yang dibatasi oleh kurva K,
dan K; yang berpotongan pada @ = y + 1. (lihat Gambar 1).

Pada saat 8 bergerak dari kiri ke kanan melalui kurva K5 akan muncul limit
cycle, nilai § pada saat melalui K3 ini disebut Sy (8 Hopf). Karena bentuk
limit cycle ini terbatas, maka akan ada orbit dari arah T; yang bersifat sadel
yang menuju Ty yang bersifat sadel juga, yang menjadi pembatas antara orbit
yang menuju /imit cycle dan orbit yang menjauhi limit cycle. Jika nilai f
bertambah maka akan muncul kondisi sesaat pada saat /imit cycle menghilang
dan adanya orbit yang menghubungkan titik tetap T; dengan T,. Kondisi inilah
yang disebut heteroclinic cycle. Sebut orbit ini sebagai kurva—T; T, dan nilai
pada kondisi ini disebut §;, (f Heteroclinic). Kondisi ini akan menghilang
pada saat nilai f dinaikkan. Kondisi inilah yang mengakibatkan terjadinya
bifurkasi heteroclnic. Kondisi ini terjadi pada saat

y+1<a<£—?dany<ﬁ<y+1 (7)
Misalkan batas parameter yang memunculkan bifurkasi heteroclinic ini disebut

Ky, maka Ky: y+1<a< %, y < f <y + 1. Hubungan antara parameter-
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parameter yang terlibat, dapat dilihat dalam Gambar 1, yang memisahkan
kondisinya menjadi 8 daerah yang berbeda.
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Gambar 1 Hubungan antar parameter

5 SIMULASI

Dalam simulasi ini akan ditunjukkan beberapa kemungkinan bentuk model.
Parameter y yang merepresentasikan laju kematian pemangsa diasumsikan bernilai
1.5. Hal ini mengartikan bahwa tingkat kematian pemangsa tanpa adanya mangsa
adalah 1.5 lebih besar dibandingkan laju instrinsik mangsa. Parameter o dalam
simulasi ini dipilih bernilai 3 yang dapat diartikan sebagai angka kematian
mangsa maksimum karena adanya predasi untuk tak terbatas jumlah pemangsa.
Parameter 8 yang merupakan tingkat pertumbuhan maksimum predator untuk
jumlah mangsa tak terbatas dipilih bernilai antara 1.2 sampai dengan 2.9.
Pemilihan nilai-nilai parameter seperti dalam Tabel 1, ditujukan untuk
menunjukkan perubahan struktur titik tetap dan kestabilannya sekaligus
menunjukkan keberadaan bifurkasi Hopf dan heteroclinic pada model ini.

Tabel 1 Pemilihan nilai parameter model

Kasus | a B y Ty T, T, Daerah
| 3 1.2 | 1.5 | sadel simpul - 7
stabil

2 3 1.8 1.5 | sadel sadel spiral stabil 4

3 3 1.9 | 1.5 | sadel sadel spiral stabil 4

4 3 2 1.5 | sadel sadel spiral stabil 4

5 3 | 2.15 | 1.5 | sadel sadel spiral tak 5
stabil

6 3 2 1.5 | sadel sadel spiral tak 5
stabil

7 3 2.2 1.5 | sadel sadel spiral tak 6
- stabil

8 3 | 225 | 1.5 | sadel sadel - 1

9 3 2.9 | 1.5 | sadel sadel - 1
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Dalam kasus pertama, dipilih B<y, yang mengartikan bahwa laju pertumbuhan
pemangsa lebih kecil dari laju kematiannya. Dalam hal ini akan terjadi
kepunahan pemangsa (lihat Gambar 2a). Jika nilai B dinaikkan sehingga P>y
maka terjadi kebersamaan keberadaan populasi (koeksistensi). Dalam hal ini
kestabilan akan menuju ke titik tetap 7, (Gambar 2b) dan nilai parameter
berada pada daerah 4 (lihat Gambar 1)

p=1.2 B=1.8

Gambar 2 Kemunculan titi tetap ke-3

Jika nilai parameter B dinaikkan, maka nilai parameter yang berada pada
daerah 4 akan bergeser ke daerah 5. Pada daerah 5 ini akan muncul /imit cycle
seperti terlihat pada Gambar 3. Jika nilai B terus dinaikkan maka bentuk /imit
cycle akan semakin membesar sampai suatu kondisi yang mengakibatkan
bentuk /imit cycle-nya mengecil kembali dan selanjutnya menghilang. (lihat
Gambar 4 dan Gambar 5).
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Gambar 3 Bifurkasi Hopf dan Kemunculan Limir cycle
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Pada saat nilai parameter P dinaikkan dari 2.15 ke 2.2, bentuk limit cycle
semakin mengecil dan posisinya menuju ke titik (0,0) dan akhirnya akan
menghilang bersamaan dengan bergabungnya T, dengan T,. Dalam kondisi
sebelum bergabungnya titik tetap T, dengan titik tetap T, akan ada fenomena
dimana terjadinya orbit yang menghubungkan T; dengan T,. Munculnya orbit
yang menghubungkan 2 titik tetap sadel inilah yang disebut bifurkasi
heteroclinic. Fenomena ini dapat dilihat dalam Gambar 4.
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Gambar 4 Munculnya Bifurkasi Heteroclinic

Jika nilai B dinaikkan kembali, maka titik tetap T, akan menghilang dan
mengakibatkan kondisi dimana populasi mangsa dan pemangsa keduanya
punah. (Gambar 5).

p=2.25 p=2.29

0254 | 1 ] /e s O N SO R

020 4 ~
{f
0.15 < (Y
N4
¥
L 3
{1 1
0.10 H

[T A I S P

Gambar 5 Hilangnya titik tetap ke 3
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5 KESIMPULAN

Dengan menaikkan/menurunkan parameter yang menyatakan tingkat interaksi
mangsa dan pemangsa, dapat diperoleh 8 kondisi daerah berbeda. Terdapat 2
dacrah yang mengakibatkan kepunahan pemangsa, 2 daerah yang
menyebabkan kepunahan mangsa dan pemangsa dan 4 daerah dimana kedua
populasi mangsa dan pemangsa eksis.

Dengan memilih parameter yang tepat, dapat ditunjukkan keberadaan bifurkasi
Hopf dan bifurkasi heteroclinic. Kemunculan bifurkasi heteroclinic terjadi
beberapa saat sebelum bergabungnya 2 titik tetap.
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