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ABSTRAK: Penurunan persamaan gerak gelombang internal pada
fluida dengan kedalaman yang cukup besar (persamaan Benjamin-
Ono) dilakukan dengan menggunakan metode asimtotik. Dalam
hal ini, peubah simpangan gelombang internal diuraikan secara
asimtotik terhadap suatu parameter yang menugukr amplitudo
gelombang. Analisis asimtotik dilakukan hingga orde yang tinggi,
dan diperoleh suatu persamaan gerak yang merupakan persamaan
Benjamin-Ono tetapi dengan orde yang tinggi.

Kata Kunci: Persamaan BO, Metode Asimtotik

1. PENDAHULUAN

Dalam tulisan ini diturunkan persamaan gerak gelombang interna:
dalam fluida dengan rapat masea yvang kontinu terhadap kedalaman
Persamaan gerak tersebut diturunkan darl persamaan pengatur un-
tuk fluida ideal. Fenurunan persamaan gerak tersebut mengasumaikan
bahwa rapat masea fluida berubah secara kontinu sampai pada kedala-
man tertentu dan selanjutnya rapat massanya hampir konstan,

Benney (1966)[1] menunjukksn bahwa komponen vertikal dari ke-
cepatan w di batas antara dua flulda dipercleh dalam bentuk w =
7. Untuk fluida dangkal, m memenuhi persamaan Korteweg de Vries
(KdV)

M+ O + e + M = 0. (1.1,

Koefislen  dan d bergantung pada p,(z), sedangkan e merupakan ke-
cepatan phase gelombang. Untuk kasus fluida dalam, Ono (1975)[4
mempercleh persamaan untuk % sebagal

e+ Oy + B — 0H (M) = 0 (1.2
a3,
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dengan & dan § merupakan keefisien persamasn BO vang bergantung
pada p,(z) dan H notasi untuk transformasi Hilbert yang berbentuk

Him) =l]m Mds.

Ty & —

Persamaan ILW yang dihasilkan oleh Kuhota, Ko, dan Dobba (1978)[2
berbentuk

T + G + T, + 6L {m) = 0 (1.3

dengan L suatu operator. Untuk kedalaman yvang sangat besar L{n,.,
menjadi —H(7,.,). Persamaan-persamaan gerak yang dirumuskan d
atas dipercleh dengan mengounakan metode asimtotik pada peubahb
Fuler ©» dan w. Dalam ohservasi-oheervasl mengenal gelombang inter-
nal di laut dan di atmoafir, yvang teramati adalah isopvenal yang meru-
pakan peubah Lagrange. Iscprenal adalah tempat kedudukan partikel-
partikel fluida yang memilikl rapat massa vang sama. Dalam tulisan
ini, penurunan persamaan gerak gelombang internal untuk fluida dalam
(persamaan BO) dilakukan dengan cara yang sama dalam penurunan
persamaan KdV dengan memakai peubah Lagrange dan mengikuti alu:
vang dilakukan oleh Grimshaw, Pelinovaky, dan Polokhina {2001)[2].

2. FormMULASI LASRANCE

Dalam bagian ini diturunkan persamaan pengatur dalam formulasi
Lagrange dari persamaan pengatur dalam formulasi BEuler untuk fluida
ideal., Persamaan pengatur dalam formulasi Euler untuk fuida ideal
diberikan sehagai berikut:

ot upg fwp, = 0
Up +w, = 0
Plue + w4+ wig )+ e 0, (2.1}
plwe +umw, +ww, )+, +pg = 0
pada selurub domain fluida dan syarat batasnya herbentuk
w = 0 di z = —h,
Mg + Uy = W di z=mlat), (2.2)
p = 0 di  z=m,(=t).

Mizalkan simpangan vertikal partikel fluida dari posisi kesetimbangan-
nya dinotasikan oleh {{z, z,¢), maka
D¢
W= —.
Dt
Rapat masaa fluida aebagai akibat dari perpindahan partikel Auida dari
poaisi kesetimbangannya ke dalam keadaan tergangeou, menjadi

ple, i) = p, (2 — (=, 2,1)] (24)

(2.3)
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dan tekanan p dinvatakan dalam hentuk
pl:m:l K:l t} = PG(K} + ql{m: z:l t}

dengan p.(z) menyatakan tekanan pada keadaan setimbang yang dalam
keadaan hidrostatik p.. = —gp..

Celanjutnya, apabila ¥ menyatakan posisi vertikal partikel fluida
pada keadaan setimbang, maka berdasarkan Persamaan (2.4}, per-
mukaan opycnal, yaitu ple, z,2) = konstan, dinyatakan sehagal

=2 +((m z1) (2.5}
FPeubah bebas Z merupakan peubah Lagrange. Jika dituliskan {(m, z,¢) =
Elw, Z,8), ulw, 2,2) = Ula, 2,1), wie, z,1) = Wi, Z,¢) dan gle, 2,2) =
@x, Z,%), maka Persamaan pengatur (2.1) menjadi
U + Wz — Uz, + W, = 0,
z "7 +£z( 'z L zlz)
SZ N0 + U, o — T = 0,26
pol2)C+ VT + Qe = T2 Qete = 036)
1
Pl Z )Wy + UW, ) + Rz +glp.lZ) - p,(Z+E)) = 0.
1+&z
Svarat batas [2.2) menjadi
£ =0 di Z = —h,
4
f gpolzidz = Qlw, Z,t) di  Z=0. (2.7
0

Jika @ dieliminasikan dari (2.8}, maka dengan menggunakan W dalam
(??), dipercleh persamaan berikut

(14 £+ (B +U8)Ez = D
(Po'{Ut + UUm}}g + & (Po'[at + Uam}z‘g)g - (2'8:

(1+ &) (Po (5 + Uﬁ'm}chjm + gpozde = 0
dan Syarat batas (2.7T) menjadi
£ =0 di  Z=—h,
Ghe = —(Ue+UUL)—&: (84U Edl Z£=0 (20

Persamaan (2.8) dengan Syarat batas (2.9) adalah persamaan pengatu:
dalam hkentuk formulasi Lagrange untuk fluida ideal.

Untuk menyelessikan Persamaan (2.8) dengan Syarat batas [2.9) se-
cara analitis, diperlukan beberapa asumai herikut:
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1. Gelombang mempunyal panjang gelombang yvang cukup panjang
dan pengamatan dilakukan untuk waktu vang cukup lama, Penger
tian panjang dan lama didasarkan pada pemilihan suatu parame-
ter ¢ sehingga peubah fisis # dan ¢ dapat dituliskan dalam peuhbsah
vang baru X = ex dan T = et.

2. Gelombang internal vang ditinjau merambat hanva secars hori-
zontal dalam aatu arah dengan koordinat herjalan f# = X — o1

3. Amplitudo gelombang yang ditinjau cukup kecil, misalkan berorde
e, Jika amplitude gelombang o dengan peubah waktu ¥, maka
diasumaikan amplitude & = s dengan peubah waktu v = aT

Berdasarkan asumsi-asumsi di atas, Persamaan (2.8) menjadi
(czpo‘gﬂz)g + PoNz‘Eﬂ = G: —h < Z =0 (2103

dengan G = — (ep.F2 ), — F1 dan W¥(Z) = —gp.z/p,, sedangkan Syarat
batas (2.9) menjadi

£ =0 di =k

g = Gz +eR+F  di Z=0 (2,11

dengan Fy = —(al, + Ul + 25 F).

felanjutnya dengan metode asimtotik akan ditentukan penvelesalan
Persamaan (2.10) dengan Syarat batas (2.11) pada fluida dalam. Berdaaarkan
ssumsi (3}, &£ = D). Bentuk linear Persamaan (2.9) memberikan

U —-U, = Ola). Untuk itu, uralan ssimtotik £ dan U terhadap o
dituliskan sebagai:

£ = abi+o®+.

U = U2 +el,+a T, 4+ (2.12)
dengan U, (Z) kecepatan arus dalam arah horizontal pada keadaan se-
timbang,

3. PEREaAMAAN (JERAK (GELOMEANG INTERNAL

3.1. Persamaan BO orde rendah. Untuk lapisan atas, valtu —k, <
Z = 0, substitusl Uraian asimtotik (2.12) ke dalam Persamaan (2.10)
dan ke dalam Syarat batas (211} di £ = 0. Kemudian gunakan ke-
seimbangan & dan ¢ (& = ¢, hubungan ini yang membedakan dengan
penurunan persamaan KdV) dan bentuk & = Ag; koefisien & meng-
hagilkan maszalah nilai batas untuk ¢ berikut

(polUs = e*bz) ; +po N6 = D, —ho < Z <0,
(U, —c)pz —gp = 0 di Z=0 (31

a

Untuk orde selanjutnya, koefisien &* memberikan masalah nilal bataa

untuk &; berikut
(Po(Uo - c}zﬁzﬂz)g + PGNZ‘EE:P = F, —hy, <4 <0,
(Lh — ﬂ]'szzﬂz —gly = M di =10 (3.2)
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dengan
Fo= —Q{p(U; — eldz )z Ar +3(Po|{ ]"i’z) Ady,
M = -2, - e)pz A +3(U, — )92 A4, (3.3,
Svarat keterselesaian bagi Masalah nilal batas (3.2) adalah
o
[ Pz = o= bz — ) B2, (34
—fig

dengan ¢ dan &; berturut-turut penyelesaian Masalah nilai batas (3.1
dan (3.2). Karena suku-suku ruas kanan Persamaan (34) di £ = -k,
belum diketahul, maka akan ditentukan nilal-nilal ¢ dan £33 beserta
turunannya terhadap ¥ di ¥ = —h, dengan menggunakan haszil fluida
di lapizan bawah.

Pada lapisan bawah, yaitu —h < Z < —h,, dimisalkan & = af{f, Z 7
dengan Z = ¢Z, rapal maszea Pol) = pes vang dissumsikan konstan
dan If, = 0. Peubah-peubah di lapizan bawah ditandai dengan gari:
atas (7). Jika semua ini disubstitusi ke Persamaan (2.10) dan Syarat
batas {2.11) di £ = —k, maka koefisien & menghasilkan masalsh nila’
hatas

Sopo +Ez5 = 0, —oh < Z < —wh,,
-_E;H:H,f,?'} = D di f: _Cﬂhu
&I(H: f, le = £0 di g == _ﬂlh-o

(35,

1

dengan & (#, v} ditentukan berdasarkan hasil-hasil pada lapisan atas.
Dengan menggunakan metode integral Fourier, penyelesalan Masalah
nilai batas (3.5) dinyatakan dalam bentuk integral, yaitu

Elnh“@z_ + akh)
46,27 = f ol smhl{cuk:l{h — B

explekd dk

falke, 7) = f L, Thexpl —tkt )df .
Turunan pertama E_g terhadap Z di £ = —h, adalah

£z (8, —ho,T) = % f 7 keoth(kH) explik®i (k. Tk (3.6)

—0

dengan H = alk — ky).

Untuk memperoleh nilai-nilal ¢ dan &5y beserta turunannya terhadap
Z di Z = —hg, dimisalkan penvelesalan & dan turunannva terhadap 2
di lapisan atas dan lapisan bawah, sama sampai Ofe®) di Z = —hq.
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Dengan demikian darl uraian asimtotik penyelesaian £ lapisan atas dan
lapisan bawah memberikan

EH(El (HJ _h":':' le + QZ‘EZ(H: _h"j: T}: = EH‘E_(H: _h":': 'T]l,
afiz(f, —ho, 7) + &®Caz(f, —ho, 7) = afz(V, —ho, 7). (3T
Dari bentuk £ = A¢, koefisien o dan o untuk persamaan pertams
pada (3.7) sesudsh diturunkan terhadap # berturut-turut memberikan
£, = Ap(f, T)¢(—h,) dan Eq(f, —h,, 7) = 0. Koefisien & dan a® untuk
persamaan kedua pada {3.7T) sesudah diturunkan terhadap # berturut-

turut memhberikan fyz = 0 dan afyz = &z, Karena &z = (), lihat
Persamaan (3.6), maka diperoleh ¢z(—k,) =0 dan

L=2a]

Saz(B, —ho,7) = %[ ke coth (ke H ) exp (tk#)én (k, 7)dk.

Jika dincrmalkan sehingga ¢{—ho) = 1, dipercleh £ = Ap(f, 7) se-
hingga

1 La]
Ewzlf, —ha,7) = 2—] keoth(kH jexplikt ) F [ Ag)dk
T J o
dengan

FlA)= ]_'x' Al Tiewp| —ikl df

L)

Jika nilai-nilai ¢ dan £y beserta turunannyva terhadap Z di £ = —h.
vang dipercleh di atas disubstitusi ke dalam Persamaan (3.4}, maka
dipercleh persamaan untuk A(#, 7) berikut

Ar+ GAA 0L (A4) =0 (3.8)

dengan
1
LiAg) = _2_/&' keoth(kH ) explikt ) F[ Agdk. (3.9}
T Jes
Koefisien 7 dan § berturut-turut diberiksn oleh persamaan
Lol - PRT -
d I_D,:;,ﬂ pole — Ua}éédg 2 f_l:l,:;.u pole— Ua}é’é’dz
Untuk # — oo, Persamaan (3.9} menjadi
1 e
L4y} = _E_f | ke | excp ekt )AL Ay ek (3.11)
T J s
Dengan menggunakan integral kompleks, dipercleh

f_: waﬂ = imw(sgnlk))exp( —tkt).

i =

1

Jadi
k| F(A) = fm H{ 4y )exp(—ikt)dd
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dengan

—ea H - H
vang merupakan tronsformost Hilbert dosi A, Persamaan {3.11) berben-
tuk

L{dg)= —H(Aw)
dan Persamaan (3.8) menjadi
A+ AR - TH(A) =0 (3.12)

dengan koefisien & dan § yang diberikan pada Persamaan (3.10).

3.2, Persamaan BOQ orde tinggl. Untuk menurunkan persamaan
gerak orde yang lebih tinggi, yaitu O(a®), bagl gelombang internal,
maks perlu ditentukan £;, T, dan &, Untuk menentukan &;, substi-
tusi Ar dari Persamaan BO (3.12) ke (3.3) sehingga bentuk F' dan A
menjadi
F o= =20 (p(Us — e)éz)y H(As)+ (3 (0T — 067,

+ 2."-‘1 (Po( ]'4’2]' }‘4‘49:

A —20(U, — e)pzH (Agg) + (28(U, — )bz +3[U, — e)*¢) A4y

Persamaan (3.2) mempunyal penyelesaian bentuk homogen (F' dan A4
sama dengan nol) dalam bentuk Az¢$ dan penyelesaian bentuk tak ho-
mogen berbentuk T(Z)H (4 )+ T(Z)A? diperolsh dengan metode koe-
fisien tak tentu. Jadi penyelesaian MMasalah nilai hatas {3.2) dapat
ditulia

2= Au(8, )9 (Z)+ T(Z)H(As) + T(Z)A (3.13)

dengan 7% ) memenuhi masalah nilal batas
(o — @2Tg), + p, N2 =238 (p,(U, — €)dz), , —k, < £ <1,
g7 = (U, —e)¥Ty — 28U, — e)l¢z diZ =0 (3.14)
dan T{Z) memenuhi masalsh nilai batss berikut
(po(Ue — €°T2)z +po N°T = 20 (,(U, — €)dz)z

2 pufU, — F92), —ho< 7 <0 (3.15)

- - _ 3 ,
gl = (Uo - cjoZ - ."-"”[Uo - ﬂ]'éz - E(UG - cjzéiz'f: diz =0

Fungsi ${Z ) merupakan penyelesalan Masalah nilai batas (3.1}, sedan-
gkan A,(#, 7) merupakan fungsi sembarang yang akan ditentukan. Fungpi
T dan T di Z = —h, dipilih yang memenuhi T{—k,) = 0dan T'(—h,) =
0, agar alA 4+ ad;) merupakan simpangan vertikal partikel fluida di
% = —h,.
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Untuk menentukan U dan 05, subetitusi Uralan asimtotik (2.12) ke
dalam persamaan kedua dalam {77). Koefisien @ dan &® berturut-turut
memberikan persamaan herikut

Uy = =l —déz4,
Up = —(U — pzde— (3z + (U, — )T2) HlAg) + (U, — )¢k

1 .
+ E.ﬂé?z — (U, — c}Tg) A?

Selanjutnya, jika Uraian asimtotik (2.12) disubstitusikan ke dalam
Persamaan (2.10) dan Syarat batas (2.11) di Z = 0, kemudian menye-
imhangkan & dan ¢ (& = ¢), maks koefisien o® memberikan masalah
nilai batas untuk £; sebagai berikut

(0o (Us = f'banz), +plN?6a = F,  —ho<Z <0,
(U, —cVepz —gby = M diZ=0 (3.16)

dengan

F o= byAu 4 by (A4 + B H [ Ap) + b A% 4
+hs AH (Agy) + b Ay H [ Ag) + by Agga, (3.17)
M = G1Asr 4+ 82(AAe + G H(Apr) + 8 A Ap + G5 H (Age) + G H(Ap).

Bentuk koefisien @, ¢ = 1,2..6 dan b, ¢ = 1, 2.7 bergantung pada kon-
diei fisis fluida,

Syarat keterselesaian bagi Masalah nilai batas {3.16) adalah

f FSdZ = polUs — o Exzd — Enndz) E=2 (3.18)

_hﬂ

dengan ¢ dan £ herturut-turut merupakan penvelesaian Mazalah nilai
batas (3.1} dan (3.16). Karena suku-suku ruas kanan Persamaan (3.18)
di £ = —k, belum diketahul, maks akan ditentukan nilai-nilai ¢ dan
£y beserta turunannya terhadap # di £ = —h, dengan menggunakan
haail fluida di lapizan bawsh.

Dialam pembahasan lapizan bawah dimisalkan domain fluida didefin-
isikan pada kedalaman & vangcukup hesarsehingga berlakn Fersamaan

(210} dan Syarat batas (2.11). Pada lapizan ini, dimizalkan
£=allB,Z T+ a8, 2, 7) (3.19}

dengan % = ¢Z, rapal masaa Pl Z) = poo vang dissumaikan konstan
dan Uh, = 0. Substitusi Persamaan [3.19) ke dalam Persamaan (2.10)
dan Syarat batas (2.11) di Z = —h, koefisien o® menghasilkan masalah
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nilai batas

Samwe +Eaz59 = 0, —ah < Z < —ah,,
Ex(8,Z,7) = 0 di  Z=-ah, (3.20)
Ex(0,2.7) = &g di 7 = —nh,

dengan &y, (f, 7) ditentukan berdasarkan hasil-hasil pada lapisan atas.
Dengan menggunakan metode integral Fourler, dipercleh penvelesalan
MMasalah nilal batas (3.20) sebagai

Epl0 Z,7) = f £k ;?hh(ﬁi; f“;ih;'} exp ik )k

dengan
foalle, 7) = ]m Snz2(#, T)exp(—ikf)db.

Turunan pertama & terhadap Z di £ = —#k. adalsh

Laa)

éﬂg(ﬂ,—ho,frp%f kcoth(kH) exp(ik®)éalk, T)dk.  (3.21)

—0

Selanjutnya, untuk memperoleh nilai-nilai ¢ dan £y heserta turunan-
nya terthadap 2 di £ = —#k,, dimisalkan penyelesaian £ dan turunan-
nya terhadap Z di lapisan atas dan lapisan bawah, sama sampai O{a®)
di # = —h,. Dengan demikian dari uraian asimtotik penvelesaian £
lapizan atas dan lapisan hawah memberikan

CH£1 “}: _h'EI:I T} + CHZ‘EZ'[H: _h-o:u T} + ':HS‘EE(H: _h'r:-:l T}
= b8, —h,, 7) + P (8, —h,, T,
bz (0, —he, T) + 028z (8, ko, T) + 0’3z (f) —k,, T) (3.92)
= I:H(EE(HJ _h'G:IT}_i_ CHZ‘EZZ'{H:I —h.{”‘r]l
Karena E_zgl[ﬂ, —ho, T) = £z, maka koefisien o® dan e untuk persamaan
pertama pada (3.22) sesudah diturunkan terhadap # berturut-turut
memberikan £z (8, —h,, 7) = Loz dan Exlf, —h,,7) = 0. Koefisien o
dan @® untuk persamsan kedua pada (3.T) sesudah diturunkan ter-

hadap # berturut-turut memberikan £1pz = 0 dan afyz = E_zﬂz. Karena
Ewz = Ofe), lihat Persamaan {3.21), maka dipercleh ¢z({—k.) = 0 dan

1 -

Eaz(l, —h,, 7)= E_f keoth(kH ) explikt ealk, v)dk.
T Jra

Mormalkan ¢(—k,) = 1, T[—-k,) = 0, dan Tl[—ha]l = 0, memberikan

£a2 = Ax(#,7) sehingga

Lzl —he,7)= Ei] keoth(kH Jexplekt ) F( Az dk.

L .

Untuk A — oo, diperclsh
faﬂzw, —ho, T]' = Hl{fgzﬂﬂ}-
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Jika nilal-nilai ¢ dan £4 beserta turunannya terhadap 2 di £ = —k&,
vang diperoleh di atas disubstitusi ke dalam Persamaan (3.18), maka
dipercleh persamaan

Agr + G(AA) — TH (A )= A (3.23)
dengan
A= ondms + oA A + osAH ([ An) + cude H(Ap) + as H{ Aw).

Simpangan vertikal partikel fluida di Z = —h, pada orde O{cf)
Lerbentuk

£ = oAl )+ -:uz.ﬁlzl{f:‘, T+ D{cug}
~ aB(b,7)+0(e"),

dengan B = A+ aA;. Jika Persamaan BO (3.12) dan Persamaan
(3.23) dikombinasikan dan mengabaikan suku-suku &® maka diperoleh
persamaan untuk 2 berikut

B, + ugBBy - EHIIBM]I + (Cﬂlﬂggg + ﬂizﬂzzqg
tos AH[A) + oude H{A)) + osH(As)) = 0. (3.24)

Persamaan (3.24) merupakan persamaan gerak gelombang internal pad:
fluida dalam dengan orde Oa?) dan selanjutnya disebut pe womaan BO
orde Huggt.

Dengan demikian, apabila rapat massa dalam keadaan setimbang
PolZ) pada fluida dalam diketahui, maka kurva isopyenal dapat digam-
Lbarkan. Kurva tersebut dinyatakan oleh

2= Z + oA, TI(Z) + ol (4,08, 710 (Z) + T(Z)VH(4) + T(E’]&AZ}E }
3.2

dengan A(f#,7) dan A,(f, 7} berturut-turut merupakan penyelesaian
Persamaan (3.12) dan (3.23). Fungeifungsi ¢(Z), T'(Z), dan T2}
berturut-turut merupakan penyelesaian dari Masalah nilal batas (3.1,

(3.14), dan (3.1E).

4, KESIMFPULAN

Metode asimtotik merupakan suatu metode yang sesual untuk di-
gunakan dalam penyelesaian masalah-masalah tak linear. Salah satu
magalah tak linear vang diselesaikan dengan metode asimiotik adalah
maszalah gelombang internal pada fluida dengan kedalaman vang cukup
keasar. Penggunaan metode ini menunjukkan hasil vang cukup haik,
karena dapat memberikan taksiran dengan orde yang tinggi
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