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Abstrak : Dalam tulisan ini dibahas metode analisis homotopi yang
merupakan suatu pendekatan analitik untuk menyelesaian suatu masalah
taklinear. Efesiensi metode ini ditunjukkan dan dibandingkan dengan
metode lain yang sudah ada. Hasil numerik menunjukkan bahwa metode
homotopi dapat digunakan dan lebih baik untuk menyelesaikan suatu
masalah taklinear.
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1. PENDAHULUAN

Banyak fenomena yang terjadi di alam dapat dimodelkan dalam suatu
persamaan matematika yang umumnya berbentuk taklinear. Masalah taklinear
ini biasanya sulit diselesaikan baik secara analitik maupun secara numerik,
karena faktor taklinear yang sangat kuat. Metode perturbasi homotopi yang
diusulkan pertama kali oleh J.H.He pada tahun 1998 [2] merupakan metode
yang intensif dikembangkan oleh para peneliti lainnya dalam menyelesaikan
berbagai jenis masalah linear dan tak linear. Rafei dan Ganji (2006) dalam [6]
menggunakan metode perturbasi homotopi untuk menentukan penyelesaian
eksplisit persamaan Helmholtz dan persamaan Korteweg-de Vries (KdV) orde
lima. Sedangkan Ozis dan Yildirim (2007) dalam [5] dengan metode homotopi
menentukan penyelesaian persamaan KdV dalam bentuk gelombang berjalan.

Terdapat beberapa metode untuk menyelesaikan suatu masalah taklinear,
seperti metode perturbasi [4] dan metode dekomposisi Adomian [1]. Dalam
metode perturbasi, faktor taklinear diperlemah dengan memperkenalkan suatu
parameter kecil. Hal ini tidak dilakukan pada metode dekomposisi Adomian.
Dalam metode dekomposisi Adomian, penyelesaian masalah taklinear
dinyatakan dalam suatu deret pangkat (polinomial) yang hanya terdefinisi pada
daerah kekonvergenannya.
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Dalam metode homotopi, faktor taklinear tidak perlu diperlemah seperti yang
dilakukan pada metode perturbasi. Penyelesaian masalah taklinear dengan
menggunakan  metode homotopi adalah berupa deret, tetapi tidak perlu
dimisalkan dalam bentuk deret pangkat (polinomial) seperti yang dilakukan
pada metode dekomposisi Adomian.

Tulisan ini akan membahas penyelesaian suatu masalah taklinear dengan
menggunakan metode homotopi yang merupakan bentuk umum dari metode
perturbasi dan metode dekomposisi Adomian. Berdasarkan metode ini pula
akan dibandingkan dengan penyelesaian eksaknya untuk mengetahui validitas
dari metode ini. Oleh karena itu, tulisan ini akan dibagi menjadi empat bagian.
Setelah bagian pertama ini, pada bagian kedua akan dibahas analisis dari
metode homotopi, kemudian pada bagian ketiga akan diberikan suatu contoh
kasus penyelesaian masalah taklinear dan hasil numerik disajikan untuk
memperlihatkan validitas dari metode homotopi. Kesimpulan dari tulisan ini
akan diberikan pada bagian akhir.

2. ANALISIS METODE

Pada bagian ini akan diuraikan konsep dasar dari metode homotopi. Untuk itu,
perhatikan persamaan diferensial berikut:

Aly(x)]=0, xeQ (2.1)
dengan A suatu operator turunan yang taklinear dan y(x) fungsi yang akan
ditentukan dan bergantung pada peubah bebas x. Selanjutnya didefinisikan pula

suatu operator linear £ yang memenuhi
L[f]1=0, bila f =0. (2.2)
Sehingga operator A dapat dibagi menjadi dua bagian, yaitu £ dan )t yang
masing-masing merupakan operator linear dan taklinear. Jadi, persamaan
diferensial (2.1) dapat ditulis:
Lyl+9Ny]=0.

Misalkan Y,(X) pendekatan awal dari penyelesaian persamaan (2.1) dan
g €[0,1] suatu parameter. Definisikan fungsi real ¢(X,q):Qx[0,1]] >R,
dan suatu fungsi H sebagai berikut:

H (g, 0) =A-a)Llg—Y,]+aA 4], (2.3)

atau
H (¢, q) = £[¢]+a0g] - 1-a) LY, ]

Berdasarkan persamaan (2.3), maka untuk =0 dan =1 masing-masing
memberikan persamaan berikut:

H (4(x,0),0) = £[#(x,0) — Y, (X)]
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dan

H(4(x,1),1) = Alg(x,D)].

Sehingga menurut persamaan (2.1) dan persamaan (2.2) diperoleh bahwa
fungsi  @#(X,0)=Yy,(X) dan @(x,1)=y(X) masing-masing merupakan
penyelesaian dari persamaan

H(#(x,0),0) =0 dan H(¢#(x,1),1) =0.

Dengan demikian peningkatan nilai g dari O ke 1 menyatakan perubahan nilai
H(#,q) dari £[¢—Y,] ke Alg]. Dalam topologi, proses ini disebut

deformasi, sedangkan £[¢—Y,] dan Al#] disebut homotopi. Selanjutnya

berikut ini akan dibahas perluasan dari konsep dasar metode homotopi yang
telah diuraikan di atas.

Misalkan didefinisikan fungsi #(X,q,h, B) yang tidak hanya bergantung pada

x dan g, tetapi juga bergantung pada parameter bantu h=0 dan fungsi
bantu B(x) # 0. Sehingga fungsi H dinyatakan sebagai berikut:

H(4.0,h,B) = (1-0q)Llg(x,a,h, B) —y,(X)]

2.4
~ hB() AL(x,9,h, B)] @4
Jika h=-1 dan B(X)=1, maka dari persamaan (2.4) diperoleh persamaan
(2.3), yaitu

H (¢i q) = H (¢1 qi _111)

Selanjutnya, misalkan fungsi #(X,q,h,B) yang akan dibahas selanjutnya
adalah penyelesaian dari persamaan berikut:

H(#(x,9,h,B))=0
atau

(d-a)£Llé(x,a,h, B) —y,(x)] = gh B(x) Al#(x,q,h, B)]. (2.5)

Jadi, fungsi @¢(X,q, h, B) tidak hanya bergantung pada parameter g, tetapi juga
bergantung pada parameter bantu h dan fungsi bantu B(x). Berdasarkan
persamaan (2.4), maka untuk Q=0 dan =1 masing-masing memberikan
persamaan berikut:

H(¢,0,h,B) = £[¢(x,0,h, B) — y,(X)]
dan

H(#.1.h,B) =-hB(x) Al#(x,1,h, B)].

Berdasarkan persamaan (2.1) dan persamaan (2.2), maka penyelesaian dari
persamaan H(¢,0,h,B) =0 dan H(g,1,h, B) =0 masing-masing adalah:

Yo (X) =#(X,0,h, B) dan y(x) =¢(x,1h,B).
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Kedua penyelesaian di atas bergantung pada parameter bantu h dan fungsi
bantu B(x) yang dapat dipilih sembarang. Pemilihan parameter bantu h, fungsi

bantu B(x), pendekatan awal Y,(X), dan operator linear £ perlu
memperhatikan validitas dari metode homotopi ini. Dengan pemilihan ini,
terjamin adanya fungsi ¢(x,Q, h, B) dan turunan-turunannya terhadap g untuk
setiap q €[0,1]. Turunan ke m dari fungsi ¢@(X,q,h, B) terhadap q yang
dihitung di 9 =0 adalah:

m d"¢(x,q,h, B)
Yo (X) = aq" lg=o
sehingga dinotasikan
(m 1 d"¢(x,q,h,B
o0 =y (= TGN
q"
Deret Taylor dari fungsi #(X,q,h, B) terhadap q adalah
1 d"¢(x,q,h,B
#(x, 9, h, B) = #(x, 0, h, B)+Z ¢(dqq )|
atau
#(x,0,h,B) = Y, (x) + D> ¥, (). q". (2.6)
m=1

Selajutnya dengan pemilihan h, B(x), Y,(X) dan £ juga mengakibatkan

kekonvergenan dari deret (2.6) di q=1. Jadi untuk g =1, dari persamaan
(2.6) diperoleh

HXL,B) = Yo (0 + o ()
Karena Y(X) = @(x,1,h, B), maka diperoleh

Y09 = Yo(0) + D Y (9

Hasil ini menunjukkan hubungan antara penyelesaian eksak dari persamaan
(2.1) dengan pendekatan awal Y,(X) dan Yy.(X),m=12,--- yang akan

ditentukan. Persamaan untuk menentukan Y, (X),m=1,2,--- diperoleh

sebagai berikut. Jika kedua ruas pada persamaan (2.5) diturunkan terhadap q
hingga m kali dan mengevaluasi pada 0 =0 kemudian dibagi oleh m!, maka
diperoleh persamaan berikut:

'S[ym(x) _Zm ym—l(X)] = h B(X) Rm[ym—l] (27)
dengan Y, :(yov Y Yoo ym) '
— 1 d™t ,q,h, B
RulYmal= Alp(x.q.h,B)] ly—o (2.8)

(m-1)! dg™*
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0, m<l1
Xm = .

dan

1, m lainnya.

Dengan demikian apabila diberikan masalah taklinear dengan persamaan
diferensial pada persamaan (2.1) terhadap syarat awal Y(0) =0, maka dalam

metode homotopi memerlukan  Y,(X) sebagai pendekatan awal dari
penyelesaian y(X) dengan syarat awal Y,(0)=0. Deformasi orde nol pada
persamaan (2.5) memenuhi syarat awal ¢(0,q) =0, dan deformasi orde m
pada persamaan (2.7) memenuhi syarat awal Yy, (0) =0.

3. APLIKASI DAN HASIL NUMERIK

Berikut ini akan diberikan aplikasi dari metode homotopi yang telah dibahas
pada bagian kedua. Perhatikan suatu masalah taklinear yang dinyatakan dalam
masalah nilai awal berikut:

dy 2
— +Xy° =X, 0)=0. ,
o Y y(0) (3.1)

1
Penyelesaian eksak dari masalah nilai awal (3.1) adalah: Y(X) = tanh (E Xz) :

Selanjutnya akan ditentukan penyelesaian masalah nilai awal (3.1) dengan
menggunakan metode homotopi. Misalkan Y,(X) pendekatan awal dari

penyelesaian masalah nilai awal (3.1), dan parameter terkait g dengan
g €[0,1]. Operator linear £ yang dapat dipilih berbentuk:

2lpx a1 =700 LD 1 (609(x,0)

dengan y,(x)=0 dan y,(x) suatu fungsi real. Berdasarkan persamaan (3.1),
operator taklinear A berbentuk:

Alp(x, q)] = 22D d"’(x D

+ X (X, ) — X (3.2)

Misalkan didefinisikan parameter bantu h =0 dan fungsi bantu B(X) =0,
maka deformasi orde nol pada persamaan (2.5) memenuhi syarat awal
#(0,q) =0, dan deformasi orde m pada persamaan (2.7) memenuhi syarat
awal Y. (0) =0. Penyelesaian masalah nilai awal (3.1) dinyatakan oleh deret
berikut:

o0+ 2 Y (9 33
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Misalkan penyelesaian dari masalah nilai awal (3.1) dengan metode homotopi
ini menggunakan fungsi basis berupa fungsi polinomial (menggunakan fungsi
lain juga diperkenankan). Misalkan himpunan basisnya adalah:

{ X2(2m+1) | m :0’1, 2’ }
sehingga penyelesaian y(X) berbentuk:
y(x) =2 a, x*¢" (34)
m=0

Berdasarkan syarat awal Y,(0)=0, maka dipilih Y,(X)=X" sebagai
pendekatan awal dari penyelesaian masalah nilai awal (3.1). Misalkan pula
operator linear £ yang dipilih berbentuk:

dg(x,
Sl q)) - L0
X
maka penyelesaian persamaan (2.7) dengan syarat awal Yy, (0) =0 adalah
Yo () = 2 Y2 () +h [ BEO) R [y, ]dt (3.5)
0

Bentuk Rm[ym_l] diperoleh dari persamaan (2.8) dengan operator A pada
persamaan (3.2) adalah:

Rol 1= 225 (3,000, 00) X0 2)  39)

Berdasarkan persamaan (3.4) dan (3.5), fungsi bantu B(x) yang dipilih
berbentuk: B(x) =1.

Dengan demikian dari persamaan (3.5) dan (3.6) diperoleh Y, (X),m=12,.-.
sebagai berikut:

1, 1
X) = = hx? + = hx®
Y1 (%) 5 5
V(%) = S h(+h)x? + S h(1+ 2h)x® + - h2x®
? 2 6 30

y,(X) = % h(1+h)?x? +§h(4+16h +23h%)x° +

+ L 24+ Thyx© + LT ey
60 2520

Bentuk Y.,(X),m=12,--- dapat diperoleh dengan bantuan software Maple,
Mathematica atau software matematika lainnya.

Jadi penyelesaian masalah nilai awal (3.1) dinyatakan dalam deret pada
persamaan (3.3) dengan Y, (X),m=12,--- memenuhi persamaan (3.5).
Gambar 1 menunjukkan perbandingan grafik antara penyelesaian eksak dan
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hampiran penyelesaian dari masalah nilai awal (3.1) dengan metode homotopi
untuk nilai h = -1, h = -1/2, h = -1/5, dan h = -1/10 hingga orde 10.
Berdasarkan Gambar 1 diperoleh bahwa hampiran penyelesaian dari masalah
nilai awal (3.1) mendekati penyelesaian eksak dengan baik. Pada orde 10
hampiran penyelesaian mendekati dengan tepat pada selang nilai x yang cukup
pendek pada nilai h =-1 dan h =-1/2.

1.4

1.2
- {:I +++

y 1.0 ot

0.8
| =-1 aool

0.6 - (c00)
] =—1/2 (<),

04— =115 (xxx),
] =—1/10 (see)

0.2

0. ” T T [T T T T [T T T T [ T T T T [ T T T T [T 11
a 1 2 3 4 5

X

Gambar 1. Perbandingan penyelesaian eksak dan hampiran
dari masalah nilai awal (2.1) hingga orde 10 untuk
nilai beberapa nilai h.

4. KESIMPULAN

Metode homotopi merupakan suatu pendekatan analitik untuk menyelesaikan
suatu masalah taklinear. Dalam metode ini melibatkan suatu parameter dan
suatu fungsi yang dapat dipilih sembarang. Pemilihan tertentu dari kedua
besaran ini memberikan suatu pendekatan yang telah diketahui, seperti metode
perturbasi dan metode dekomposisi adomian. Dengan kata lain, metode
homotopi merupakan bentuk umum dari metode perturbasi dan metode
dekomposisi adomian.

Efesiensi metode homotopi ditunjukkan dengan membandingkan dengan
metode lain yang sudah ada. Hasil numerik menunjukkan bahwa metode
homotopi dapat digunakan dan lebih baik untuk menyelesaikan suatu masalah
taklinear.
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