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ABSTRAK. Dalam artikel ini dibahas suatu formulasi Hamilton
untuk menggambarkan gerak gelombang interfacial yang meram-
bat dalam dua arah. Persamaan Boussinesq yang diperoleh ditun-
jukkan memiliki struktur sebagai suatu sistem Hamilton dengan
peubah kanoniknya adalah simpangan gelombang di interface yang
bergerak ke arah kanan, dan simpangan gelombang lainnya yang
bergerak ke arah kiri. Dalam hal ini menggunakan asumsi batas
atas rata. Hamilton dari sistem ini adalah penjumlahan energi
kinetik dan energi potensialnya, tetapi berdasarkan pada asumsi
gelombang panjang dan amplitudo kecil.
Kata Kunci: sistem Hamilton, peubah kanonik, persamaan Boussi-
nesq.

1. Pendahuluan

Fluida dua lapisan adalah fluida yang terdiri atas dua lapisan, dan
masing-masing dengan rapat massa konstan. Persamaan gerak yang
diperoleh dinyatakan dalam peubah simpangan gelombang intefacial,
yaitu gelombang internal di batas kedua fluida (interface). Formu-
lasinya yang eksplisit dan sederhana memungkinkan diperolehnya pema-
haman masalah gelombang internal. Choi dan Camassa (1996)[1] meng-
gunakan formulasi Euler untuk menurunkan persamaan Boussinesq
pada fluida dua lapisan. Persamaan Boussinesq merupakan persamaan
gerak bagi gelombang internal yang merambat dalam dua arah. Mereka
menggunakan persamaan dasar fluida ideal dengan batas atas berupa
permukaan bebas dan batas bawah berupa dasar rata. Dengan formu-
lasi yang sama, Grimshaw (1997)[3] menurunkan Persamaan Boussi-
nesq untuk batas bawah yang berupa dasar tidak rata, tetapi berubah
secara lambat. Grimshaw dan Pudjaprasetya (1999)[2] menggunakan
formulasi Hamilton untuk menjelaskan gelombang soliter interfacial.
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Dalam artikel ini akan dibahas suatu formulasi Hamilton bagi per-
samaan Boussinesq pada fluida dua lapisan. Domain fluida yang ditin-
jau diberikan pada Gambar 1 dengan batas antara kedua fluida dalam
keadaan setimbang di z = 0. Fluida dibatasi oleh batas bawah yang
rata z = −h2. Batas atas fluida dianggap batas rata z = h1, karena
simpangan gelombang di permukaan biasanya sangat kecil [4]. Flu-
ida di lapisan atas mempunyai rapat massa ρ1, sedangkan di lapisan
bawah mempunyai rapat massa ρ2 dengan ρ1 < ρ2. Fluida yang dit-
injau adalah fluida ideal yang tak berotasi. Pembahasan akan dimulai
dengan memperlihatkan persamaan dasar memiliki struktur sebagai
suatu sistem Hamilton dengan peubah kanoniknya adalah simpangan
dan kecepatan potensial di interface. Hal ini dapat dilakukan apabila
asumsi batas atas rata digunakan. Hamilton dari sistem ini adalah pen-
jumlahan energi kinetik dan energi potensialnya. Oleh karena fungsi
Hamilton tidak dinyatakan secara eksplisit sebagai fungsi dari peubah
kanoniknya, maka dibuat suatu pendekatan untuk menyatakan fungsi
Hamilton dalam peubah kanonik.

Gambar 1. Domain fluida dua lapisan dengan batas atas
dan batas bawah rata

Berdasarkan uraian di atas, maka tulisan ini akan memuat empat
bagian. Setelah bagian pendahuluan ini, lebih dahulu akan dibahas
konsep sistem Hamilton, kemudian pada bagian selanjutnya dibahas
formulasi Hamilton untuk persamaan Boussinesq, sedangkan kesimpu-
lan akan diberikan pada bagian terakhir.

2. Sistem Hamilton

Salah satu contoh sistem persamaan diferensial parsial yang akan
dibahas adalah persamaan Boussinesq. Tetapi tidak semua sistem
persamaan diferensial parsial memenuhi sistem Hamilton, diperlukan
syarat tertentu yang akan diturunkan pada bagian ini. Misalkan C∞

o (R)
adalah ruang fungsi v(x, t) dan semua turunannya bernilai nol di luar
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suatu selang tutup [−Mv,Mv]. Ruang C∞

o (R) terletak di dalam ruang
L2 dengan norm ‖ · ‖. Perkalian dalam didefinisikan sebagai

< v, s >=

∫

∞

−∞

v s dx,

untuk setiap v, s ∈ M dengan M di C∞

o (R). Selanjutnya fungsional

pada M didefinisikan sebagai pemetaan H : M → R sehingga setiap
v ∈ M,

H(v) =

∫

∞

−∞

h̄(x, v, vx, vxx, · · · , vxN )dx,

dengan h̄ fungsi sembarang dari v beserta turunan-turunannya. Tu-
runan variasi dari fungsional H terhadap v didefinisikan berdasarkan
variasi pertama. Variasi pertama H di v dalam arah s ∈ M adalah

d

dǭ
H(v + ǭs) |ǭ=0= δH(v; s).

Misalkan untuk setiap s ∈ M terdapat γs ∈ M sehingga

δH(v; s) =< γs, s >L2=

∫

γssdx,

maka pengaitan s 7→ γs mendefinisikan pemetaan M 7→ M yang dise-
but sebagai turunan variasi H di v, dinotasikan δvH. Turunan variasi
δvH ditentukan berdasarkan persamaan berikut:

δvH =
∂h̄

∂v
−

d

dx

(

∂h̄

∂vx

)

+
d2

dx2

(

∂h̄

∂vxx

)

− · · · +
dN

dxN

(

∂h̄

∂vxN

)

. (2.1)

Selanjutnya operator Γ : M → M disebut operator simetri miring,
jika setiap v, s ∈ M,

< v, Γs >= − < Γv, s > .

Suatu persamaan diferensial parsial dikatakan sebagai suatu sistem

Hamilton, jika terdapat fungsional H dan operator simetri miring Γ
sehingga persamaan diferensial parsial tersebut dapat ditulis dalam
bentuk

∂tv = ΓδvH. (2.2)

Hamilton H merupakan besaran yang tetap, artinya bahwa jika v(x, t)
merupakan penyelesaian dari persamaan (2.2), maka nilai H(v(x, t))
tidak berubah terhadap waktu. Bukti untuk pernyataan ini adalah
sebagai berikut. Misalkan r̄ = v + ǭ∂tv, maka

d

dt
H(v(x, t)) =

dH(r̄)

dr̄

∂r̄

∂t
|ǭ=0=

dH(r̄)

dr̄

∂r̄

∂ǭ
|ǭ=0

=
dH(r̄)

dǭ
|ǭ=0=

d

dǭ
H(v(x, t) + ǭ∂tv) |ǭ=0
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sehingga diperoleh

dH

dt
=< δvH, ∂tv > . (2.3)

Jika persamaan (2.2) disubstitusi ke (2.3), maka diperoleh

dH

dt
=< δvH, ΓδvH > .

Karena Γ operator simetri miring, maka < δvH, ΓδvH >= 0 sehingga

d

dt
H(v(x, t)) = 0.

Ini berati nilai H(v(x, t)) tidak berubah terhadap waktu t. Selan-
jutnya akan dibahas sistem persamaan diferensial parsial yang meru-
pakan sistem Hamilton. Definisikan fungsional H̄ yaitu pemetaan H̄ :
M×M → R dengan

H̄(v1, v2) =

∫

∞

−∞

h(x, v1, v2, v1x, v2x, v1xx, v2xx, · · · , v1xN , v2xN )dx

dan h fungsi sembarang dari v1 dan v2 beserta turunan-turunannya.
Turunan variasi dari fungsional H̄ terhadap v1, yaitu δv1

H̄, memenuhi

d

dǭ
H̄(v1 + ǭs1, v2) |ǭ=0=< δv1

H̄, s1 >, s1 ∈ M

dan turunan variasi dari fungsional H̄ terhadap v2, yaitu δv2
H̄, memenuhi

d

dǭ
H̄(v1, v2 + ǭs2) |ǭ=0=< δv2

H̄, s2 >, s2 ∈ M.

Suatu sistem persamaan diferensial parsial dikatakan sistem Hamilton,
jika terdapat fungsional H̄ dan operator simetri miring Γ sehingga sis-
tem persamaan diferensial parsial tersebut dapat ditulis dalam bentuk

∂t

(

v1

v2

)

= Γ

(

δv1
H̄

δv2
H̄

)

.

3. Persamaan Boussinesq sebagai sistem Hamilton

Berikut ini akan dibahas suatu formulasi Hamilton bagi persamaan
Boussinesq pada fluida dua lapisan. Untuk itu, tinjau persamaan dasar
fluida tersebut berikut ini.

△Φ1 = 0, η(x, t) < z < h1

△Φ2 = 0, −h2 < z < η(x, t) (3.1)

dengan Φ1 dan Φ2 berturut-turut menyatakan kecepatan potensial pada
lapisan atas dan pada lapisan bawah. Fungsi z = η(x, t) merupakan
simpangan gelombang di interface yang dalam keadaan setimbang di
z = 0. Syarat batas atas dan bawahnya berturut-turut adalah

Φ1z = 0 di z = h1,

Φ2z = 0 di z = −h2. (3.2)



JMA, VOL. 3, NO.1, JULI, 2004,35-43 39

Sedangkan syarat batas kinematik dan dinamik di z = η(x, t) (inter-
face) berturut-turut adalah

ηt + Φixηx = Φiz i = 1, 2. (3.3)

ρ1(Φ1t +
1

2
| ∇Φ1 |

2 +gη) = ρ2(Φ2t +
1

2
| ∇Φ2 |

2 +gη). (3.4)

Dalam [5], telah ditunjukkan bahwa persamaan (3.3) dan (3.4) dapat
dinyatakan sebagai sistem Hamilton berikut

∂t

(

Φ
η

)

=

(

0 −1
1 0

)(

δΦE

δηE

)

(3.5)

dengan

Φ = ρ2Φ2 − ρ1Φ1 di z = η(x, t) (3.6)

dan

E(Φ, η) =

∫

∞

−∞

(K + P )dx,

sedangkan K dan P berturut-turut berbentuk

K =

∫ η

−h2

1

2
ρ2 | ∇Φ2 |

2 dz +

∫ h1

η

1

2
ρ1 | ∇Φ1 |

2 dz,

(3.7)

P =
1

2
g(ρ2 − ρ1)η

2.

Selanjutnya, apabila dimisalkan u = Φx, maka persamaan (3.5) dapat
ditulis dalam u dan η, yaitu

∂t

(

u

η

)

=

(

0 −∂x

−∂x 0

)(

δuE

δηE

)

. (3.8)

Energi kinetik pada persamaan (3.7) dapat dinyatakan secara eksplisit
dalam variabel u dan η dengan memisalkan

η = αA(X, T̃ ), u = αU(X, T̃ ) (3.9)

dengan X = ǫx dan T̃ = ǫt, serta ǫ dan α parameter kecil. Selanjutnya
akan ditentukan Φ1 dan Φ2 yaitu penyelesaian persamaan (3.1) dengan
syarat batas (3.2). Untuk itu, tuliskan Φ1 dan Φ2 dalam bentuk

Φi = ǫ(Φ
(0)
i + αΦ

(1)
i + O(α2)) i = 1, 2. (3.10)

Substitusi persamaan (3.10) ke dalam persamaan (3.1) dan syarat batas
(3.2) dan menyeimbangkan parameter α dan ǫ2 (α = ǫ2), koefisien ǫ

menghasilkan masalah nilai batas

Φ
(0)
izz = 0

Φ
(0)
iz = 0 di z = (−1)i+1hi,
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dengan penyelesaian berbentuk Φ
(0)
i = Fi(X, T̃ ), i = 1, 2. Fungsi F1

dan F2 merupakan fungsi sembarang yang akan ditentukan. Selanjut-

nya, koefisien ǫ3 menghasilkan masalah nilai batas untuk Φ
(1)
i (i=1,2)

berikut

Φ
(1)
izz = −FiXX

Φ
(1)
iz = 0 di z = (−1)i+1hi.

dengan penyelesaian Φ
(1)
i = −1

2
FiXX(z + (−1)ihi)

2, i = 1, 2.
Jadi, fungsi Φ1 dan Φ2 yang memenuhi persamaan (3.1) dan syarat
batas (3.2) adalah

Φ1 = ǫF1(X, T̃ ) −
1

2
ǫ3F1XX(z − h1)

2 + O(ǫ5) (3.11)

Φ2 = ǫF2(X, T̃ ) −
1

2
ǫ3F2XX(z + h2)

2 + O(ǫ5).

Karena u = Φx dengan Φ diberikan pada persamaan (3.6), maka diper-
oleh U(X, T̃ ), yaitu

U = ρ2F2X − ρ1F1X + ǫ2

(

−
1

2
ρ2h

2
2F2XXX +

1

2
ρ1h

2
1F1XXX

)

+ O(ǫ4).

(3.12)

Dari syarat batas kinematik (3.3) diperoleh persamaan

Φ1z − Φ1xηx = Φ2z − Φ2xηx. (3.13)

Substitusi Φ1, Φ2 dan η dalam persamaan (3.9) ke dalam persamaan
(3.13), diperoleh

h1F1X + h2F2X = ǫ2

(

A(F1X − F2X) +
1

6
h3

1F1XXX +
1

6
h3

2F2XXX

)

+ O(ǫ4).

(3.14)

Dari persamaan (3.12) dan (3.14), diperoleh persamaan berikut

(ρ1h2 + ρ2h1)F1X = −h2U + ǫ2

(

−
ρ2(h1 + h2)

ρ1h2 + ρ2h1

AU

−
1
3
ρ2h1h

3
2 + 1

6
ρ2h

3
1h2 + 1

2
ρ1h

2
1h

2
2

ρ1h2 + ρ2h1

UXX

)

+ O(ǫ4),

(ρ1h2 + ρ2h1)F2X = h1U + ǫ2

(

−
ρ1(h1 + h2)

ρ1h2 + ρ2h1

AU (3.15)

+
1
3
ρ1h

3
1h2 + 1

6
ρ1h

3
2h1 + 1

2
ρ2h

2
1h

2
2

ρ1h2 + ρ2h1

UXX

)

+ O(ǫ4),

yang merupakan persamaan untuk menentukan F1 dan F2. Dengan
menggunakan Φ1 dan Φ2 pada persamaan (3.11), diperoleh K dan P
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pada persamaan (3.7) sebagai berikut

K = ǫ4

(

1

2
ρ1h1F

2
1X +

1

2
ρ2h2F

2
2X +

ǫ2

6
ρ1h

3
1F

2
1XX +

ǫ2

6
ρ2h

3
2F

2
2XX

+
ǫ2

2
(ρ2F

2
2X − ρ1F

2
1X)A + O(ǫ3)

)

,

P = ǫ4 1

2
g(ρ2 − ρ1)A

2.

Sehingga energi total E dapat dituliskan

E = ǫ5E = ǫ5

∫

∞

−∞

JdX (3.16)

dengan

J =
1

2
g(ρ2 − ρ1)A

2 +
1

2
ρ1h1F

2
1X +

1

2
ρ2h2F

2
2X (3.17)

+
ǫ2

6

(

ρ1h
3
1F

2
1XX + ρ2h

3
2F

2
2XX

)

+
ǫ2

2

(

ρ2F
2
2X − ρ1F

2
1X

)

A + O(ǫ3).

Jika F1X dan F2X pada persamaan (3.15) digunakan, maka persamaan
(3.17) menjadi

J =
1

2
g(ρ2 − ρ1)A

2 +
1

2

h1h2

(ρ1h2 + ρ2h1)
U2 + ǫ2(−̟U2

X + νAU2) + O(ǫ3)

(3.18)

dengan

̟ =
h2

1h
2
2

6

ρ1h1 + ρ2h2

(ρ1h2 + ρ2h1)2
, ν =

1

2

ρ2h
2
1 − ρ1h

2
2

(ρ1h2 + ρ2h1)2
.

Sistem Hamilton pada persamaan (3.8) menjadi

∂T̃

(

U

A

)

=

(

0 −∂X

−∂X 0

)(

δUE
δAE

)

(3.19)

dengan E berbentuk

E =

∫

∞

−∞

JdX

dan J diberikan pada persamaan (3.18). Sistem Hamilton dalam per-
samaan (3.19) pada orde O(ǫ3) secara eksplisit berbentuk

UT̃ + (g(ρ2 − ρ1)A + ǫ2νU2)X = 0,

AT̃ +

(

h1h2

ρ1h2 + ρ2h1

U + 2ǫ2νAU + 2ǫ2̟UXX

)

X

= 0. (3.20)
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Persamaan (3.20) dikenal sebagai persamaan Boussinesq. Dengan mem-
buat ǫ = 0, persamaan (3.20) memberikan

A(X, T̃ ) = r(X − cT̃ ) + s(X + cT̃ )

U(X, T̃ ) =
g(ρ2 − ρ1)

c

(

r(X − cT̃ ) − s(X + cT̃ )
)

.

dengan r dan s berturut-turut merupakan fungsi yang merepresen-
tasikan gelombang yang bergerak ke kanan dan yang bergerak ke kiri
dengan kecepatan c yang memenuhi persamaan berikut.

c2 =
g(ρ2 − ρ1)h1h2

ρ1h2 + ρ2h1

. (3.21)

Berdasarkan hasil di atas, diperkenalkan peubah baru R dan S berikut:

A = R − S (3.22)

U =
g(ρ2 − ρ1

c
(R + S). (3.23)

dimana c diberikan pada persamaan (3.21), sedangkan R dan S berturut-
turut merepresentasikan gelombang yang bergerak ke kanan dan yang
bergerak ke kiri. Jika persamaan (3.22) disubstitusikan ke persamaan

(3.20), maka diperoleh E = 2g(ρ2 − ρ1)Ê , dimana

Ê =

∫

∞

−∞

ĴdX,

dengan

Ĵ =
1

2
(R2 + S2) + ǫ2 g(ρ2 − ρ1)

2c2

{

−β(RX + SX)2

+ ν(R + S)2(R − S)) + O(ǫ3)
}

. (3.24)

Substitusikan bentuk A dan U pada persamaan (3.22) ke dalam sistem
Hamilton (3.19), diperoleh

∂T̃

(

R

S

)

=

(

−c∂X 0
0 −c∂X

)(

δRÊ

δSÊ

)

. (3.25)

Perhatikan bahwa operator pada ruas kanan persamaan (3.25) berupa
operator simetri miring. Dengan demikian persamaan (3.25) yang
merupakan persamaan Boussinesq, memiliki struktur sebagai suatu
sistem Hamilton dengan peubah kanoniknya adalah simpangan gelom-
bang di interface yang bergerak ke arah kanan, dan yang bergerak ke
arah kiri. Hamiltonian dari sistem Hamilton (3.25), yaitu Ê , meru-

pakan besaran yang tetap, artinya bahwa nilai Ê tidak berubah ter-
hadap waktu. Jadi energi (Hamilton) dari persamaan Boussinesq pada
fluida dua lapisan dengan batas atas berupa batas atas rata merupakan
besaran yang konstan terhadap waktu.
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4. Kesimpulan

Formulasi Hamilton untuk gerak gelombang internal pada fluida dua
lapisan dilakukan berdasarkan cara yang serupa pada kasus gelombang
permukaan air. Dalam hal ini fluida yang ditinjau diasumsikan mem-
punyai batas atas yang rata, sedangkan batas atas yang tidak rata
diperlukan kajian tersendiri. Dalam formulasi Hamilton ini diperoleh
persamaan Boussinesq yang menggambarkan gerak gelombang yang
merambat ke dalam dua arah. Persamaan Boussinesq yang diperoleh
dalam formulasi ini memiliki struktur sebagai suatu sistem Hamilton
dengan peubah kanoniknya adalah simpangan gelombang di interface
yang bergerak ke arah kanan, dan yang bergerak ke arah kiri. Hamil-
tonian (energi) dari sistem Hamilton ini merupakan besaran yang tetap
atau tidak mengalami perubahan terhadap waktu.
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