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Abstrak 

 

Dengue adalah salah satu penyakit infeksi yang ditularkan ke manusia oleh 

gigitan nyamuk Aedes aegypti atau Aedes albopictus. Infeksi virus dengue 

berupa demam dengue, demam berdarah dengue dan Dengue Shock Syndrome 

(DSS). Virus dengue mempunyai empat jenis serotipe yaitu: DEN_1, DEN_2, 

DEN_3, DEN_4. Pada model, akan dipelajari dinamika penyebaran penyakit 

demam berdarah dengue yang terjadi akibat adanya infeksi ganda yang disebut 

infeksi I dan infeksi II. Dari model kemudian akan ditentukan titik tetap. 

Selanjutnya dianalisis kestabilan dari masing-masing titik tetap dengan 

mempertimbangkan bilangan reproduksi dasar (ℛ0).  Untuk menunjukkan 

perilaku populasi yang muncul dalam proses infeksi I dan infeksi II pada 

kondisi ℛ0 < 1 dan ℛ0 > 1, maka dilakukan simulasi. Selain itu, simulasi 

juga dilakukan untuk melihat pengaruh laju kematian nyamuk dan vaksinasi 

terhadap penyebaran penyakit. Hasil penelitian menunjukkan dengan 

meningkatnya laju kematian nyamuk, populasi manusia dan nyamuk pada 

kelas rentan semakin meningkat dan populasi manusia dan nyamuk pada kelas 

lainya semakin menurun. Sementara untuk vaksinasi, semakin meningkatnya 

efektivitas vaksin, manusia pada kelas rentan sudah semakin berkurang 

sehingga menyebabkan manusia pada kelas terpapar dan terinfeksi semakin 

berkurang. Hal ini disebabkan karena sudah banyak manusia yang sembuh.   

 

Kata kunci: model matematika, titik tetap, bilangan reproduksi dasar, 

simulasi numerik.  

 

 

1  PENDAHULUAN 

Dengue masih menjadi masalah yang dibicarakan saat ini. Dengue 

ditularkan ke manusia oleh gigitan nyamuk Aedes aegypti atau Aedes albopictus. 

Infeksi virus dengue berupa demam dengue, Demam Berdarah Dengue (DBD) dan 

Dengue Shock Syndrome (DSS) yang mempunyai empat jenis serotipe virus yaitu: 

DEN_1, DEN_2, DEN_3, DEN_4 [1].  
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Manusia yang telah terinfeksi oleh salah satu dari empat jenis serotipe akan 

mungkin terinfeksi lagi oleh serotipe yang sama (imunitas homolog) atau serotipe 

lain (imunitas heterolog). Perlindungan terhadap jenis serotipe terinfeksi akan 

bertahan lama, sementara perlindungan terhadap infeksi dari serotipe lain (imunitas 

heterolog) berlangsung rata-rata 2 tahun [7]. Model penyebaran penyakit demam 

berdarah dengue yang dikenalkan oleh Derouich [2] tanpa memperhatikan tahap 

terpapar pada manusia dan nyamuk. Pada pembahasan ini, tahap terpapar (exposed) 

pada manusia dan nyamuk diperhatikan untuk mempelajari dinamika penyebaran 

penyakit demam berdarah dengue pada infeksi ganda.  

Strategi penanggulangan penyakit yang digunakan yaitu dengan 

memperhatikan kondisi kematian nyamuk di lingkungan dan vaksinasi (𝑝). Strategi 

ini, digunakan untuk mempelajari adanya penyakit dengue infeksi ganda yaitu 

berkembang dari  demam dengue dan demam berdarah dengue ke Dengue Shock 

Syndrome (DSS). Dalam artikel ini akan dibahas kestabilan dan simulasi pada 

populasi SEIR infeksi ganda berdasarkan besaran bilangan reproduksi dasarnya. 

Langkah-langkah yang dilakukan yaitu memodifikasi model matematika 

penyebaran penyakit demam berdarah dengue tipe SEIR infeksi ganda, menentukan 

titik tetap, bilangan reproduksi dasar, melakukan analisis kestabilan dan melakukan 

simulasi. 

 

 

2  MODEL PENYEBARAN PENYAKIT  

Model penyebaran penyakit demam berdarah dengue ini memperhatikan 

adanya tahap terpapar (exposed) pada manusia dan nyamuk, sehingga disebut 

model SEIR. Populasi manusia dibagi menjadi empat kelas, yaitu populasi manusia 

rentan (Susceptible) 𝑆ℎ,  populasi manusia terpapar (Exposed) 𝐸ℎ ,  populasi 

manusia terinfeksi (Infected) 𝐼ℎ  dan populasi manusia sembuh (Recovered) 𝑅ℎ. 
Manusia rentan adalah manusia yang belum terkena virus. Manusia terpapar adalah 

manusia yang di dalam tubuhnya telah terinfeksi virus tapi belum bisa 

menularkannya. Manusia terinfeksi adalah manusia yang telah terkena virus dan 

dapat menularkannya. Manusia sembuh adalah manusia yang kebal.  

Populasi nyamuk dibagi dalam tiga kelas, yaitu populasi nyamuk rentan 

(Susceptible) 𝑆𝑣, populasi nyamuk terpapar (Exposed) 𝐸𝑣, dan populasi nyamuk 

terinfeksi (Infected) 𝐼𝑣. Nyamuk rentan adalah nyamuk yang belum terkena virus. 

Nyamuk terpapar adalah nyamuk yang telah terinfeksi virus tapi belum bisa 

menularkannya. Nyamuk terinfeksi adalah nyamuk yang telah terkena virus dan 

dapat menularkannya. 

Secara skematis, pola penyebaran penyakit DBD dapat digambarkan dalam 

diagram kompartemen pada Gambar 1, dengan (→ ) menyatakan perpindahan 

individu dan (⇢) menyatakan pengaruh antar kompartemen.  
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Gambar 1 Diagram kompartemen penyakit 

Laju kelahiran populasi manusia diasumsikan sama dengan laju kematian 

ditulis 𝜇ℎ.  Jika 𝑏𝑠  adalah rata-rata gigitan dari nyamuk rentan dan 𝑃ℎ𝑣 adalah 

efektivitas penularan dari manusia terinfeksi ke nyamuk rentan, maka tingkat 

penularan dari manusia terinfeksi ke nyamuk rentan yaitu: 𝑃ℎ𝑣𝐼
ℎ𝑏𝑠 𝑁

ℎ⁄ . Sehingga 

peluang nyamuk rentan menjadi terinfeksi yaitu 𝐶ℎ𝑣 = 𝑃ℎ𝑣𝑏𝑠. Manusia yang berada 

di kelas terinfeksi dapat berpindah ke kelas sembuh 𝑅ℎ karena pengaruh kekebalan 

alami dalam tubuhnya dengan laju 𝛾ℎ.  

Laju kelahiran populasi nyamuk diasumsikan sama dengan laju kematian 

ditulis 𝜇𝑣.  Newton dan Reiter [5] menunjukkan bahwa infeksi meningkat ada 

kaitannya dengan banyaknya gigitan nyamuk terinfeksi dengan nyamuk rentan. Jika 

diasumsikan bahwa rata-rata gigitan nyamuk terinfeksi 𝑏𝑖  lebih besar dari rata-rata 

gigitan nyamuk rentan 𝑏𝑠  dan 𝑃𝑣ℎ  adalah efektivitas penularan dari nyamuk 

terinfeksi ke manusia rentan, maka tingkat penularan dari nyamuk terinfeksi ke 

manusia rentan yaitu: 𝑃𝑣ℎ𝐼
𝑣𝑏𝑖 𝑁

ℎ.⁄  Sehingga peluang manusia rentan menjadi 

terinfeksi yaitu 𝐶𝑣ℎ = 𝑃𝑣ℎ𝑏𝑖.  
Dari diagram kompartemen tersebut, diperoleh sistem persamaan diferensial 

berikut: 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
𝑑𝑆ℎ

𝑑𝑡
= 𝜇ℎ𝑁

ℎ − (𝜇ℎ + 𝑝 +
𝐶𝑣ℎ𝐼

𝑣

𝑁ℎ
) 𝑆ℎ,   

𝑑𝐸ℎ

𝑑𝑡
= (

𝐶𝑣ℎ𝐼
𝑣

𝑁ℎ
) 𝑆ℎ − (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)𝐸

ℎ,      

𝑑𝐼ℎ

𝑑𝑡
= 𝑇𝑒ℎ𝐸

ℎ − (𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝐼
ℎ,                

𝑑𝑅ℎ

𝑑𝑡
= 𝑝𝑆ℎ + 𝛾ℎ𝐼

ℎ − 𝜇ℎ𝑅
ℎ,                  

𝑑𝑆𝑣

𝑑𝑡
= 𝜇𝑣𝑁

𝑣 − (𝜇𝑣 +
𝐶ℎ𝑣𝐼

ℎ

𝑁ℎ
) 𝑆𝑣,           

𝑑𝐸𝑣

𝑑𝑡
=

𝐶ℎ𝑣𝐼
ℎ

𝑁ℎ
𝑆𝑣 − (𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)𝐸

𝑣,           

𝑑𝐼𝑣

𝑑𝑡
 = 𝑇𝑒𝑣𝐸

𝑣 − 𝜇𝑣𝐼
𝑣.                              

   (1) 

Kemudian dengan melakukan penyederhanaan dan penskalaan, diperoleh 

sistem persamaan diferensial berikut: 
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{
 
 
 

 
 
 
𝑑𝑆ℎ

𝑑𝑡
= 𝜇ℎ − (𝜇ℎ + 𝑝 + 𝑛𝐶𝑣ℎ𝐼𝑣)𝑆ℎ,                

𝑑𝐸ℎ

𝑑𝑡
= (𝑛𝐶𝑣ℎ𝐼𝑣)𝑆ℎ − (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)𝐸ℎ,              

𝑑𝐼ℎ

𝑑𝑡
= 𝑇𝑒ℎ𝐸ℎ − (𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝐼ℎ,                           

𝑑𝐸𝑣

𝑑𝑡
= 𝐶ℎ𝑣𝐼ℎ(1 − 𝐸𝑣 − 𝐼𝑣) − (𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)𝐸𝑣,

𝑑𝐼𝑣

𝑑𝑡
 = 𝑇𝑒𝑣𝐸𝑣 − 𝜇𝑣𝐼𝑣,                                         

 (2) 

dengan 𝑛 =
𝑁𝑣

𝑁ℎ
 dan 𝑆ℎ =

𝑆ℎ

𝑁ℎ
, 𝐸ℎ =

𝐸ℎ

𝑁ℎ
, 𝐼ℎ =

𝐼ℎ

𝑁ℎ
, 𝑅ℎ =

𝑅ℎ

𝑁ℎ
, 𝑆𝑣 =

𝑆𝑣

𝑁𝑣
, 𝐸𝑣 =

𝐸𝑣

𝑁𝑣
, 𝐼𝑣 =

𝐼𝑣

𝑁𝑣
.  

Semua parameter pada persamaan (2)  adalah positif dan keterangan 

parameter disajikan pada Tabel 1. 
 

Tabel 1 

Nilai Parameter dalam Model yang Ditunjukkan pada Gambar 1 

Simbol  Keterangan 
Nilai 

Parameter 
Satuan 

𝑝 Efektivitas penggunaan vaksin (0,1) Tanpa 

satuan 

𝑃ℎ𝑣 Efektivitas penularan dari manusia terinfeksi ke 

nyamuk rentan 
0.75 Tanpa 

satuan 

𝑃𝑣ℎ Efektivitas penularan dari nyamuk terinfeksi ke 

manusia rentan 
0.75 Tanpa 

satuan 

𝑏𝑠 Rata-rata gigitan nyamuk rentan  0.5 Per hari 

𝑏𝑖 Rata-rata gigitan nyamuk terinfeksi  1.0 Per hari 

𝜇ℎ Laju kelahiran manusia dianggap sama dengan 

laju kematian  
0.00004 Per hari 

𝜇𝑣 Laju kelahiran nyamuk dianggap sama dengan 

laju kematian 

[0.15,0.55] Per hari 

𝐶ℎ𝑣 Peluang nyamuk rentan dapat terinfeksi 0.375 Tanpa 

satuan 

𝐶𝑣ℎ Peluang manusia rentan dapat terinfeksi 0.75 Tanpa 

satuan 

𝛾ℎ Proporsi manusia terinfeksi yang sembuh karena 

pengaruh kekebalan alami dalam tubuhnya 
0.3333 Per hari 

𝑇𝑒ℎ Waktu inkubasi intrinsik 0.2 Per hari 

𝑇𝑒𝑣 Waktu inkubasi ekstrinsik 0.1 Per hari 

𝑇𝑖𝑑 Durasi manusia terinfeksi  3 Hari 
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3  KESTABILAN SISTEM 

Titik Tetap 

Titik tetap diperoleh dengan syarat: 
𝑑𝑆ℎ

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝐸ℎ

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝐼ℎ

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝐸𝑣

𝑑𝑡
= 0 dan 

𝑑𝐼𝑣

𝑑𝑡
= 0, sehingga menghasilkan: 

Ω = {(𝑆ℎ , 𝐸ℎ , 𝐼ℎ , 𝐸𝑣 , 𝐼𝑣) ∈ ℝ+
5 : 𝐸𝑣 + 𝐼𝑣 ≤ 1 dan (1 + 𝑝 𝜇ℎ⁄ )𝑆ℎ + 𝐸ℎ + 𝐼ℎ ≤ 1}, 

dan memiliki dua titik tetap, yaitu titik tetap tanpa penyakit (𝑇1) dan titik tetap 

endemik (𝑇2) yang masing-masing berbentuk:  

𝑇1(𝑆ℎ, 𝐸ℎ, 𝐼ℎ, 𝐸𝑣, 𝐼𝑣) = (𝜇ℎ (𝜇ℎ + 𝑝), 0,0,0,0⁄ ), dan 

𝑇2(𝑆ℎ
∗ , 𝐸ℎ

∗ , 𝐼ℎ
∗ , 𝐸𝑣

∗, 𝐼𝑣
∗), 

dimana 

𝑆ℎ
∗ =

(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ + (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣)

𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ(𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣 + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣))
,    

𝐸ℎ
∗ =

𝐶ℎ𝑣𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒ℎ𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ − (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)

𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣 + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣))
,    

𝐼ℎ
∗ =

𝐶ℎ𝑣𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒ℎ𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ − (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)

𝐶ℎ𝑣(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)(𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣 + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣))
,    

             

𝐸𝑣
∗ =

𝜇𝑣(−𝐶ℎ𝑣𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒ℎ𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣))

𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ + (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣)
,   

𝐼𝑣
∗ =

𝐶ℎ𝑣𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒ℎ𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ − (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)

𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ + (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣)
.                

 

Sifat kestabilan di sekitar titik tetap 𝑇1  dan 𝑇2  dianalisis menggunakan 

kriteria Routh-Hurwitz [4] dan bilangan reproduksi dasar (ℛ0). 
 

Bilangan Reproduksi Dasar (𝓡𝟎) 

Bilangan reproduksi dasar adalah nilai harapan banyaknya populasi rentan 

menjadi terinfeksi. Jika ℛ0 < 1, maka penyakit akan menghilang dari populasi. 

Jika ℛ0 > 1, maka penyakit akan meningkat menjadi wabah. Bilangan reproduksi 

dasar untuk persamaan (2), diperoleh menggunakan metode the next generation 

matrix [3], yakni: 

ℛ0 =
𝐶ℎ𝑣𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒ℎ𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ

(𝑝+𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ+𝜇ℎ)(𝛾ℎ+𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣+𝜇𝑣)
. (3) 

 

Analisis Kestabilan Titik Tetap Tanpa Penyakit (𝑻𝟏) 

Untuk menentukan kestabilan di sekitar titik tetap tanpa penyakit (𝑇1), 
terlebih dahulu dilakukan pelinearan [6]  terhadap persamaan (2),  untuk 

memperoleh matriks Jacobi berikut:  
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𝐽𝑇1 =

[
 
 
 
 
𝐷1 0 0 0 𝐷2
0 𝐷3 0 0 𝐷4
0 𝐷5 𝐷6 0 0
0 0 𝐷7 𝐷8 0
0 0 0 𝐷9 𝐷10]

 
 
 
 

, 

dengan  

𝐷1 = −(𝑝 + 𝜇ℎ), 𝐷2 = −
𝐶𝑣ℎ𝑛𝜇ℎ
𝑝 + 𝜇ℎ

, 𝐷3 = −(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ), 𝐷4 =
𝐶𝑣ℎ𝑛𝜇ℎ
𝑝 + 𝜇ℎ

, 𝐷5 = 𝑇𝑒ℎ, 

𝐷6 = −(𝛾ℎ + 𝜇ℎ), 𝐷7 = 𝐶ℎ𝑣, 𝐷8 = −(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣), 𝐷9 = 𝑇𝑒𝑣, 𝐷10 = −𝜇𝑣. 
Selanjutnya nilai eigen diperoleh berdasarkan persamaan karakteristik 

berikut:  

(−𝑝 − 𝜆 − 𝜇ℎ) (−
𝐶ℎ𝑣𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒ℎ𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ

𝑝+𝜇ℎ
+ (𝜆 + 𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝜆 + 𝛾ℎ + 𝜇ℎ)(𝜆 + 𝜇𝑣)(𝜆 +

𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)) = 0. 

Berdasarkan persamaan di atas diperoleh: 

𝜆 = −(𝑝 + 𝜇ℎ), 
dan persamaan karakteristik:  

𝜆4 + 𝑎1𝜆
3 + 𝑎2𝜆

2 + 𝑎3𝜆 + 𝑎4 = 0,   (4) 
dengan  

𝑎1 = (𝛾ℎ + 𝜇ℎ) + (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ) + 𝜇𝑣 + (𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣) > 0, 

𝑎2 = (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ) + 𝜇𝑣((𝛾ℎ + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)) + (𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)((𝛾ℎ +

𝜇ℎ) + (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ) + 𝜇𝑣) > 0, 

𝑎3 = 𝜇𝑣(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ) + (𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ) + 𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 +
𝜇𝑣)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ) > 0, 

𝑎4 = 𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(1 − ℛ0). (ℛ0 ada pada persamaan 3) 

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, persamaan karakteristik (4) pada titik 

tetap 𝑇1 stabil jika memenuhi syarat-syarat kestabilan berikut: 

𝑎1 > 0 dan 𝑎2 > 0 dan 𝑎3 > 0 dan 𝑎4 > 0 dan 𝑎1𝑎2𝑎3 > (𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎4),     (5) 
karena semua parameter bernilai positif, maka nilai 𝑎1, 𝑎2 dan 𝑎3 bernilai positif. 

Koefisien 𝑎4 akan bernilai positif, negatif atau nol bergantung pada nilai ℛ0. Jika 

ℛ0 < 1, maka 𝑎4 > 0. Jika ℛ0 = 1, maka 𝑎4 = 0. Jika ℛ0 > 1, maka 𝑎4 < 0.  
Berdasarkan kondisi ℛ0 < 1  yaitu 𝑎4 > 0, diperoleh 𝑎1𝑎2𝑎3 > (𝑎3

2 +
𝑎1
2𝑎4). Sehingga untuk ℛ0 < 1, kondisi (5) terpenuhi. Sedangkan untuk kondisi 

ℛ0 > 1  yaitu 𝑎4 < 0  dan ℛ0 = 1  yaitu 𝑎4 = 0,  berlawanan dengan kondisi (5) 
akibatnya kriteria Routh-Hurwitz tidak terpenuhi.   

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa karena nilai 𝜆 < 0  dan jika 

ℛ0 < 1 kriteria Routh-Hurwitz telah ditunjukkan terpenuhi, maka titik tetap tanpa 

penyakit (𝑇1) stabil manakala ℛ0 < 1.   
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Analisis Kestabilan Titik Tetap Endemik (𝑻𝟐) 

Untuk menentukan kestabilan di sekitar titik tetap endemik (𝑇2), terlebih 

dahulu dilakukan pelinearan [6]  terhadap persamaan (2),  untuk memperoleh 

matriks Jacobi berikut: 

𝐽𝑇2 =

[
 
 
 
 
𝐷1 0 0 0 𝐷2
𝐷3 𝐷4 0 0 𝐷5
0 𝐷6 𝐷7 0 0
0 0 𝐷8 𝐷9 𝐷10
0 0 0 𝐷11 𝐷12]

 
 
 
 

, 

dengan 

𝐷1 = −
𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ(𝐶ℎ𝑣𝑛𝑇𝑒𝑣+(𝑝+𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣+𝜇𝑣))

(𝑇𝑒𝑣+𝜇𝑣)(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ+(𝑇𝑒ℎ+𝜇ℎ)(𝛾ℎ+𝜇ℎ)𝜇𝑣)
, 

𝐷2 = −
𝐶𝑣ℎ𝑛(𝑇𝑒𝑣+𝜇𝑣)(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ+(𝑇𝑒ℎ+𝜇ℎ)(𝛾ℎ+𝜇ℎ)𝜇𝑣)

𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ(𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣+(𝑝+𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣+𝜇𝑣))
, 

𝐷3 =
(𝑝+𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ+𝜇ℎ)(𝛾ℎ+𝜇ℎ)𝜇𝑣(ℛ0−1)

𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ+(𝑇𝑒ℎ+𝜇ℎ)(𝛾ℎ+𝜇ℎ)𝜇𝑣
, 𝐷4 = −(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ), 

𝐷5 =
𝐶𝑣ℎ𝑛(𝑇𝑒𝑣+𝜇𝑣)(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ+(𝑇𝑒ℎ+𝜇ℎ)(𝛾ℎ+𝜇ℎ)𝜇𝑣)

𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ(𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣+(𝑝+𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣+𝜇𝑣))
, 𝐷6 = 𝑇𝑒ℎ, 𝐷7 = −(𝛾ℎ + 𝜇ℎ), 

𝐷8 =
𝐶ℎ𝑣(𝑇𝑒ℎ+𝜇ℎ)(𝛾ℎ+𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣+(𝑝+𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣+𝜇𝑣))

𝐶ℎ𝑣𝑛𝑇𝑒𝑣(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ+(𝑇𝑒ℎ+𝜇ℎ)(𝛾ℎ+𝜇ℎ)𝜇𝑣)
, 

𝐷9 = −((𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣) +
(𝑝+𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣+𝜇𝑣)(ℛ0−1)

𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣+(𝑝+𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣+𝜇𝑣)
),𝐷10 = −

(𝑝+𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣+𝜇𝑣)(ℛ0−1)

𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣+(𝑝+𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣+𝜇𝑣)
, 

𝐷11 = 𝑇𝑒𝑣, 𝐷12 = −𝜇𝑣. (ℛ0 ada pada persamaan 3) 

Kemudian nilai eigen diperoleh dari persamaan karakteristik berikut: 

𝜆5 + 𝑏1𝜆
4 + 𝑏2𝜆

3 + 𝑏3𝜆
2 + 𝑏4𝜆 + 𝑏5 = 0, (6) 

dengan 

𝑏1 = 𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ (𝐶𝑣ℎ
2𝑛2𝑇𝑒𝑣

2 + 𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(2𝑝 + 𝑇𝑒ℎ + 𝑇𝑒𝑣 + 𝛾ℎ + 4𝜇ℎ +

4𝜇𝑣) + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)
2(𝑝 + 𝑇𝑒ℎ + 𝑇𝑒𝑣 + 𝛾ℎ + 3𝜇ℎ + 𝜇𝑣 +ℛ0𝜇𝑣) + (𝑇𝑒ℎ +

𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣) ((𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝑇𝑒ℎ + 𝑇𝑒𝑣 + 𝛾ℎ + 2𝜇ℎ + 𝜇𝑣 +

ℛ0𝜇𝑣) + 𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣(𝑇𝑒ℎ + 𝑇𝑒𝑣 + 𝛾ℎ + 2(𝜇ℎ + 𝜇𝑣)))) / ((𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ +

(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣)(𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣 + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣))) > 0, 

𝑏2 = ((𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣) (𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣(𝜇ℎ(𝛾ℎ + 𝜇ℎ) + 2(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣 +

𝜇𝑣
2 + 𝑇𝑒𝑣(𝛾ℎ + 2𝜇ℎ + 𝜇𝑣) + 𝑇𝑒ℎ(𝑇𝑒𝑣 + 𝛾ℎ + 2𝜇ℎ + 𝜇𝑣)) + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 +

𝜇𝑣)(𝜇ℎ(𝛾ℎ + 𝜇ℎ) + (1 + ℛ0)(𝛾ℎ + 2𝜇ℎ)𝜇𝑣 +ℛ0𝜇𝑣
2+𝑇𝑒𝑣(𝛾ℎ + 2𝜇ℎ +ℛ0𝜇𝑣) +

𝑇𝑒ℎ(𝑇𝑒𝑣 + 𝛾ℎ + 𝜇ℎ + 𝜇𝑣 +ℛ0𝜇𝑣))) + 𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ (𝐶𝑣ℎ
2𝑛2𝑇𝑒𝑣

2(𝑇𝑒ℎ + 𝑇𝑒𝑣 + 𝛾ℎ +

2(𝜇ℎ + 𝜇𝑣)) + 𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣) (𝑇𝑒𝑣𝛾ℎ + 4𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ + 3𝛾ℎ𝜇ℎ + 5𝜇ℎ
2 + 2𝑝(𝑇𝑒ℎ +

𝑇𝑒𝑣 + 𝛾ℎ + 2𝜇ℎ) + 𝑝(3 + ℛ0)𝜇𝑣 + (𝑇𝑒𝑣 + 2𝛾ℎ + (7 + ℛ0)𝜇ℎ)𝜇𝑣 + 𝜇𝑣
2 + 𝑇𝑒ℎ(𝑇𝑒𝑣 +

𝛾ℎ + 3𝜇ℎ + 2𝜇𝑣)) + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)
2 (𝑇𝑒𝑣𝛾ℎ + 3𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ + 2𝛾ℎ𝜇ℎ + 3𝜇ℎ

2 +

(𝛾ℎ + 3𝜇ℎ + ℛ0(𝑇𝑒𝑣 + 𝛾ℎ + 3𝜇ℎ))𝜇𝑣 +ℛ0𝜇𝑣
2 + 𝑇𝑒ℎ(𝑇𝑒𝑣 + 𝛾ℎ + 2𝜇ℎ + 𝜇𝑣 +
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ℛ0𝜇𝑣) + 𝑝(𝑇𝑒ℎ + 𝑇𝑒𝑣 + 𝛾ℎ + 2𝜇ℎ + 𝜇𝑣 +ℛ0𝜇𝑣)))) / ((𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ +

(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣)(𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣 + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣))) > 0, 

𝑏3 = 𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ (𝐶𝑣ℎ
2𝑛2𝑇𝑒𝑣

2 (𝛾
ℎ
𝜇
ℎ
+ 𝜇

ℎ
2 + 2𝛾

ℎ
𝜇
𝑣
+ 4𝜇

ℎ
𝜇
𝑣
+ 𝜇

𝑣
2 + 𝑇𝑒𝑣(𝛾ℎ + 2𝜇ℎ +

𝜇
𝑣
) + 𝑇𝑒ℎ(𝑇𝑒𝑣 + 𝛾ℎ + 𝜇ℎ + 2𝜇𝑣)) + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)

2
(2𝑇𝑒𝑣𝛾ℎ𝜇ℎ + 3𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ

2 +

𝛾
ℎ
𝜇
ℎ
2 + 𝜇

ℎ
3 + ℛ0𝑇𝑒𝑣𝛾ℎ𝜇𝑣 + 3ℛ0𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ𝜇𝑣 + 2𝛾ℎ𝜇ℎ𝜇𝑣 + 2ℛ0𝛾ℎ𝜇ℎ𝜇𝑣 + 3𝜇ℎ

2𝜇
𝑣
+

3ℛ0𝜇ℎ
2𝜇
𝑣
+ ℛ0𝛾ℎ𝜇𝑣

2 + 3ℛ0𝜇ℎ𝜇𝑣
2 + 𝑇𝑒ℎ (𝜇ℎ

2 + 2𝜇
ℎ
𝜇
𝑣
+ 2ℛ0𝜇ℎ𝜇𝑣 + ℛ0𝜇𝑣

2 +

𝑇𝑒𝑣(𝛾ℎ + 2𝜇ℎ + ℛ0𝜇𝑣) + 𝛾ℎ(𝜇ℎ + 𝜇𝑣 + ℛ0𝜇𝑣)) + 𝑝 (𝛾ℎ𝜇ℎ + 𝜇ℎ
2 + 𝛾

ℎ
𝜇
𝑣
+

ℛ0𝛾ℎ𝜇𝑣 + 2𝜇ℎ𝜇𝑣 + 2ℛ0𝜇ℎ𝜇𝑣 + ℛ0𝜇𝑣
2 + 𝑇𝑒𝑣(𝛾ℎ + 2𝜇ℎ + ℛ0𝜇𝑣) + 𝑇𝑒ℎ(𝑇𝑒𝑣 + 𝛾ℎ +

𝜇
ℎ
+ 𝜇

𝑣
+ +ℛ0𝜇𝑣))) + 𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣) (3𝑇𝑒𝑣𝛾ℎ𝜇ℎ + 5𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ

2 + 2𝛾
ℎ
𝜇
ℎ
2 +

2𝜇
ℎ
3 + 𝑇𝑒𝑣𝛾ℎ𝜇𝑣 + 3𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ𝜇𝑣 + ℛ0𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ𝜇𝑣 + 5𝛾ℎ𝜇ℎ𝜇𝑣 + ℛ0𝛾ℎ𝜇ℎ𝜇𝑣 + 8𝜇ℎ

2𝜇
𝑣
+

2ℛ0𝜇ℎ
2𝜇
𝑣
+ 𝛾

ℎ
𝜇
𝑣
2 + 3𝜇

ℎ
𝜇
𝑣
2 + ℛ0𝜇ℎ𝜇𝑣

2 + 𝑇𝑒ℎ (2𝜇ℎ
2 + 5𝜇

ℎ
𝜇
𝑣
+ ℛ0𝜇ℎ𝜇𝑣 + 𝜇𝑣

2 +

2𝛾
ℎ
(𝜇

ℎ
+ 𝜇

𝑣
) + 𝑇𝑒𝑣(𝛾ℎ + 3𝜇ℎ + 𝜇𝑣) + 𝑝 (2𝛾ℎ𝜇ℎ + 2𝜇ℎ

2 + 3𝛾
ℎ
𝜇
𝑣
+ ℛ0𝛾ℎ𝜇𝑣 +

6𝜇
ℎ
𝜇
𝑣
+ 2ℛ0𝜇ℎ𝜇𝑣 + 𝜇𝑣

2 + 𝑇𝑒𝑣(2𝛾ℎ + 4𝜇ℎ + 𝜇𝑣 + ℛ0𝜇𝑣) + 𝑇𝑒ℎ(2𝑇𝑒𝑣 + 2𝛾ℎ +

2𝜇
ℎ
+ 3𝜇

𝑣
+ ℛ0𝜇𝑣)))) + (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 +

𝜇
𝑣
) (𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣 (𝜇𝑣 (2𝜇ℎ(𝜇ℎ + 𝜇𝑣) + 𝛾ℎ(2𝜇ℎ + 𝜇𝑣)) + 𝑇𝑒ℎ (𝑇𝑒𝑣(𝛾ℎ + 𝜇ℎ + 𝜇𝑣) +

𝜇
𝑣
(2𝛾

ℎ
+ 2𝜇

ℎ
+ 𝜇

𝑣
)) + 𝑇𝑒𝑣 (𝛾ℎ(𝜇ℎ + 𝜇𝑣) + 𝜇ℎ(𝜇ℎ + 2𝜇𝑣))) + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 +

𝜇
𝑣
) (𝑇𝑒ℎ (𝑇𝑒𝑣(𝛾ℎ + 𝜇ℎ + ℛ0𝜇𝑣) + 𝜇𝑣(𝛾ℎ + ℛ0𝛾ℎ + 𝜇ℎ + ℛ0𝜇ℎ + ℛ0𝜇𝑣)) +

𝑇𝑒𝑣 (𝛾ℎ(𝜇ℎ + ℛ0𝜇𝑣) + 𝜇ℎ(𝜇ℎ + 2ℛ0𝜇𝑣)) + 𝜇𝑣 (𝛾ℎ(𝜇ℎ + ℛ0𝜇ℎ + ℛ0𝜇𝑣) + 𝜇ℎ(𝜇ℎ +

ℛ0𝜇ℎ + 2ℛ0𝜇𝑣))))) / ((𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ + (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ +

𝜇
ℎ
)𝜇

𝑣
) (𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣 + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣))) > 0, 

𝑏4 = ((ℛ0 − 1)(𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)
2(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)

2𝜇𝑣
2(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)

3 +

𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ (𝐶𝑣ℎ
2𝑛2𝑇𝑒𝑣

2 (𝜇𝑣(2𝜇ℎ(𝜇ℎ + 𝜇𝑣) + 𝛾ℎ(2𝜇ℎ + 𝜇𝑣)) + 𝑇𝑒ℎ(𝑇𝑒𝑣(𝛾ℎ + 𝜇ℎ +

𝜇𝑣) + 𝜇𝑣(2𝛾ℎ + 2𝜇ℎ + 𝜇𝑣)) + 𝑇𝑒𝑣(𝛾ℎ(𝜇ℎ + 𝜇𝑣) + 𝜇ℎ(𝜇ℎ + 𝜇𝑣))) + 𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣 +

(𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣) (𝑇𝑒𝑣(2𝜇ℎ(𝜇ℎ + 𝜇𝑣 +ℛ0𝜇𝑣) + 𝛾ℎ(2𝜇ℎ + 𝜇𝑣 +ℛ0𝜇𝑣)) +
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𝑇𝑒ℎ (𝑇𝑒𝑣(2𝛾ℎ + 2𝜇ℎ + 𝜇𝑣 +ℛ0𝜇𝑣) + 𝜇𝑣((3 + ℛ0)𝛾ℎ + 3𝜇ℎ +ℛ0𝜇ℎ + 𝜇𝑣 +

ℛ0𝜇𝑣)) + 𝜇𝑣 (𝛾ℎ((3 + ℛ0)𝜇ℎ + (1 + ℛ0)𝜇𝑣) + 𝜇ℎ((3 + ℛ0)𝜇ℎ + 2(1 +

ℛ0)𝜇𝑣))) + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)
2 (𝑝(𝑇𝑒ℎ(𝛾ℎ + 𝜇ℎ +ℛ0𝜇𝑣) + 𝜇𝑣(𝛾ℎ +ℛ0𝛾ℎ + 𝜇ℎ +

ℛ0𝜇ℎ +ℛ0𝜇𝑣)) + 𝑇𝑒𝑣(𝛾ℎ(𝜇ℎ +ℛ0𝜇𝑣) + 𝜇ℎ(𝜇ℎ + 2ℛ0𝜇𝑣)) + 𝜇𝑣(𝛾ℎ(𝜇ℎ +ℛ0𝜇ℎ +

ℛ0𝜇𝑣) + 𝜇ℎ(𝜇ℎ +ℛ0𝜇ℎ + 2ℛ0𝜇𝑣))) + 𝜇ℎ (𝑇𝑒𝑣 (𝛾ℎ(𝜇ℎ + 𝜇𝑣(2ℛ0 − 1)) +

𝜇ℎ(𝜇ℎ + 𝜇𝑣(3ℛ0 − 1))) + 𝜇𝑣 (𝛾ℎ(𝜇ℎ +ℛ0𝜇ℎ + 𝜇𝑣(2ℛ0 − 1)) + 𝜇ℎ(𝜇ℎ +ℛ0𝜇ℎ +

𝜇𝑣(3ℛ0 − 1)))) + 𝑇𝑒ℎ (𝜇𝑣 (𝛾ℎ(𝜇ℎ +ℛ0𝜇ℎ + 𝜇𝑣(ℛ0 − 1)) + 𝜇ℎ(𝜇ℎ +ℛ0𝜇ℎ +

𝜇𝑣(2ℛ0 − 1))) + 𝑇𝑒𝑣 (𝛾ℎ(𝜇ℎ + 𝜇𝑣(ℛ0 − 1)) + 𝜇ℎ(𝜇ℎ + 𝜇𝑣(2ℛ0 − 1)))))) /

((𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ + (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣)(𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣 + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 +

𝜇𝑣))) > 0,  

𝑏5 = (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(ℛ0 − 1).  
 

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, persamaan karakterisktik (6)  pada 

titik tetap 𝑇2 stabil jika dan hanya jika memenuhi syarat-syarat kestabilan berikut: 

𝑏1 > 0 dan 𝑏2 > 0 dan 𝑏3 > 0 dan 𝑏4 > 0 dan 𝑏5 > 0 dan 𝑏1𝑏2𝑏3 > (𝑏3
2 + 𝑏1

2𝑏4) 
dan (𝑏1𝑏4 − 𝑏5)(𝑏1𝑏2𝑏3 − 𝑏3

2 + 𝑏1
2𝑏4) > 𝑏5(𝑏1𝑏2 − 𝑏3)

2 + 𝑏1𝑏5
2.   (7) 

Karena semua parameter bernilai positif, maka nilai 𝑏1, 𝑏2 dan 𝑏3 bernilai 

positif. Koefisien 𝑏4  bernilai positif saat kondisi ℛ0 < 1,ℛ0 = 1  dan ℛ0 > 1. 
Anggap jika ℛ0 > 1, maka 𝑏4 > 0. Koefisien 𝑏5 bernilai positif, negatif atau nol 

bergantung pada nilai ℛ0. Jika ℛ0 < 1, maka 𝑏5 < 0. Jika ℛ0 = 1, maka 𝑏5 = 0. 
Jika ℛ0 > 1, maka 𝑏5 > 0.   

Berdasarkan kondisi ℛ0 > 1 yaitu 𝑏4 > 0 dan 𝑏5 > 0 diperoleh 𝑏1𝑏2𝑏3 >
(𝑏3

2 + 𝑏1
2𝑏4)  dan (𝑏1𝑏4 − 𝑏5)(𝑏1𝑏2𝑏3 − 𝑏3

2 + 𝑏1
2𝑏4) > 𝑏5(𝑏1𝑏2 − 𝑏3)

2 + 𝑏1𝑏5
2 

sehingga untuk ℛ0 > 1, kondisi (7) terpenuhi. Sedangkan untuk kondisi ℛ0 < 1 

yaitu 𝑏5 < 0 dan ℛ0 = 1 yaitu 𝑏5 = 0, berlawanan dengan kondisi (7) akibatnya 

kriteria Routh-Hurwitz tidak terpenuhi. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa 

jika ℛ0 > 1  kriteria Routh-Hurwitz terpenuhi, maka titik tetap 𝑇2  akan stabil 

manakala ℛ0 > 1. 
Manusia yang telah terinfeksi oleh salah satu dari empat jenis serotipe masih 

mungkin terinfeksi lagi oleh serotipe yang sama (imunitas homolog) atau serotipe 

lain (imunitas heterolog) dan perlindungan terhadap jenis serotipe tertentu bertahan 

lama, sementara perlindungan terhadap infeksi dari serotipe lain (imunitas 

heterolog) berlangsung rata-rata 2 tahun.  

Pada kasus infeksi II yang merupakan lanjutan dari infeksi I, hanya 

dilakukan pada populasi yang daerah lingkungannya sudah diperhatikan kondisi 

kematian nyamuk dan populasi manusia yang sembuh dari pemberian vaksin dan 

kekebalan tubuhnya terhadap serotipe lain (imunitas heterolog) telah hilang 

sehingga diasumsikan bahwa manusia rentan adalah manusia yang telah dilindungi 
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(a)  (b) 

(c)  (d) 

dari nyamuk dan infeksi dari empat serotipe atau telah diimunisasi secara parsial 

terhadap satu jenis serotipe virus. 

 

 

4  SIMULASI NUMERIK  

Pada saat simulasi, dinamika populasi untuk infeksi I dan infeksi II yang 

dianalisis adalah kondisi ketika ℛ0 < 1 dan ℛ0 > 1. Untuk menganalisis dinamika 

populasi, dilakukan perubahan laju kematian nyamuk (𝜇𝑣)  dan efektivitas 

vaksinasi (𝑝).  Dua parameter ini dipilih karena dianggap berpengaruh dalam 

penanggulangan wabah.  
Saat infeksi I nilai awal total populasi manusia yang seluruhnya rentan 

adalah 1. Nilai awal total populasi nyamuk adalah 1 dengan jumlah nyamuk pada 

kelas terinfeksi adalah 20%. Saat infeksi II nilai awal total populasi manusia yang 

seluruhnya rentan adalah nilai akhir dari infeksi I .  Sementara untuk populasi 

nyamuk saat infeksi II adalah tetap.  

Berikut adalah simulasi untuk melihat dinamika populasi manusia dan 

nyamuk saat infeksi I dan II yang dilakukan dengan mengubah laju kematian 

nyamuk (𝜇𝑣) yang memenuhi kondisi ketika ℛ0 < 1 dan ℛ0 > 1.  
 

Dinamika Populasi Kondisi 𝓡𝟎 < 𝟏 

Berdasarkan nilai-nilai parameter yang ada pada Tabel 1, dengan 

mengambil nilai (𝜇𝑣) dan 𝑝 pada interval yang sudah ditetapkan, diperoleh gambar 

dinamika populasi di bawah ini untuk nilai 𝜇𝑣 = 0.25 dan 𝑝 =  0.00001 dengan 

nilai ℛ0 = 0.87817. 

  
 

  

 

Gambar 2 Dinamika populasi manusia (a) infeksi I, (b) infeksi II dan nyamuk (c) 

infeksi I, (d) infeksi II terhadap waktu t ketika ℛ0 < 1. 

Jumlah tiap kelas saat infeksi I stabil ke titik tetap tanpa penyakit 

𝑇1(𝑆ℎ, 𝐸ℎ, 𝐼ℎ, 𝐸𝑣, 𝐼𝑣) = 𝑇1(0.53,0,0,0,0). Sementara saat infeksi II juga stabil ke 

titik tetap tanpa penyakit 𝑇1(𝑆ℎ, 𝐸ℎ, 𝐼ℎ, 𝐸𝑣, 𝐼𝑣) = 𝑇1(0.29,0,0,0,0).  
Selanjutnya dilakukan simulasi yang memenuhi kondisi ketika ℛ0 > 1.  
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(a)  (b) 

(c)  (d) 

Dinamika Populasi Kondisi 𝓡𝟎 > 𝟏 

Berdasarkan nilai-nilai parameter yang ada pada Tabel 1 dengan mengambil 

nilai parameter 𝜇𝑣  dan 𝑝  pada interval yang telah ditetapkan, diperoleh gambar 

dinamika populasi di bawah ini untuk nilai 𝜇𝑣 = 0.15 dan 𝑝 =  0.00001 dengan 

nilai ℛ0 = 1.34143. 

 
 

 
 

Gambar 3 Dinamika populasi manusia (a) infeksi I, (b) infeksi II dan nyamuk (c) 

infeksi I, (d) infeksi II terhadap waktu t ketika ℛ0 > 1. 
 

Jumlah tiap kelas saat infeksi I stabil ke titik tetap tanpa endemik 

𝑇2(𝑆ℎ
∗ , 𝐸ℎ

∗ , 𝐼ℎ
∗ , 𝐸𝑣

∗, 𝐼𝑣
∗) = 𝑇2(0.16,0.0002,0.0001,0.0002,0.0002).  Sementara saat 

infeksi II juga stabil ke titik tetap endemik 𝑇2(𝑆ℎ
∗ , 𝐸ℎ

∗ , 𝐼ℎ
∗ , 𝐸𝑣

∗, 𝐼𝑣
∗) =

𝑇2(0.06,0.00008,0.00007,0.00008,0.00008).  
Tahap selanjutnya dilakukan simulasi pengaruh laju kematian nyamuk (𝜇𝑣) 

terhadap penyebaran penyakit dalam populasi saat infeksi I dan infeksi II.  

 

Simulasi Tanpa Vaksinasi dengan Pembahasan Laju Kematian Nyamuk 

Infeksi I 

Simulasi ini diperlukan untuk melihat pengaruh laju kematian nyamuk 

terhadap penyebaran penyakit dalam populasi saat infeksi I. Selain itu, akan 

ditunjukkan bahwa laju kematian nyamuk dapat menurunkan nilai bilangan 

reproduksi dasar (ℛ0) yang didefinisikan pada persamaan (3). Terdapat 4 nilai 𝜇𝑣 

yang diambil pada interval [0.25,0.55] dengan langkah 0.1. Nilai parameter 𝑝 =
 0, sedangkan parameter lain tetap dapat dilihat pada Tabel 1. Nilai ℛ0 pada saat 

laju kematian nyamuk ditingkatkan dapat dilihat pada Tabel 2. 
 

Tabel 2 

Nilai ℛ0 dengan Parameter 𝜇𝑣 Ditingkatkan dan Parameter Lain Tetap 

𝜇𝑣 Nilai ℛ0 

0.25 0.981823 

0.35 0.731808 

0.45 0.583781 

0.55 0.485735 
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(a)  (b) 

(c)  (d) 

(a)  (b) 

(c) 

  

Berdasarkan Tabel 2 dapat diperhatikan bahwa nilai ℛ0 masih kurang dari 

1.  Meningkatnya parameter 𝜇𝑣  menyebabkan ℛ0  turun sehingga membantu 

menekan laju penyebaran penyakit. 
Selanjutnya dilakukan simulasi pengaruh peningkatan laju kematian 

nyamuk 𝜇𝑣  terhadap populasi, baik populasi manusia dan populasi nyamuk saat 

infeksi I. Adapun pengaruh yang terjadi pada populasi tersebut dapat dilihat pada 

Gambar 4 dan 5.   

 
 

 
 

Gambar 4 Dinamika populasi manusia (a) rentan, (b) terpapar, (c) terinfeksi, (d) 

sembuh terhadap waktu t untuk infeksi I pada kondisi tanpa vaksinasi 

(𝑝 = 0) dan nilai parameter (𝜇𝑣) dinaikkan. 

Pengaruh yang terjadi pada populasi nyamuk jika laju kematian nyamuk 

ditingkatkan dapat dilihat pada Gambar 5. 

  
 

 

 

Gambar 5 Dinamika populasi nyamuk (a) rentan, (b) terpapar, (c) terinfeksi 

terhadap waktu t untuk infeksi I pada kondisi tanpa vaksinasi (𝑝 = 0) 
dan nilai parameter (𝜇𝑣) dinaikkan. 

Saat terjadinya infeksi I, populasi manusia pada kelas rentan semakin 

meningkat. Sedangkan populasi manusia pada kelas yang lainnya semakin menurun. 

Hal ini dikarenakan peningkatan laju kematian nyamuk, dapat menurunkan laju 

kematian nyamuk pada kelas terpapar dan kelas terinfeksi. Sehingga menyebabkan 

manusia pada kelas rentan semakin bertambah.  
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(c)  (d) 

(a)  (b) 

(a)  (b) 

(c) 

  

Sementara untuk populasi nyamuk pada kelas rentan semakin meningkat. 

Hal ini dikarenakan peningkatan laju kematian nyamuk, menyebabkan penurunan 

populasi manusia pada kelas terpapar dan kelas terinfeksi. Sehingga nyamuk pada 

kelas rentan semakin bertambah.  

Selanjutnya dilakukan simulasi pengaruh peningkatan laju kematian 

nyamuk 𝜇𝑣 terhadap populasi saat infeksi II yang merupakan lanjutan dari infeksi 

I, baik pada populasi manusia dan juga populasi nyamuk. Pada simulasi ini nilai 

parameter 𝜇𝑣 dan perubahan nilai (ℛ0) masih memenuhi kondisi pada infeksi I.  

 

Infeksi II 

Selanjutnya dilakukan simulasi pengaruh peningkatan laju kematian 

nyamuk 𝜇𝑣 terhadap populasi saat infeksi II yang merupakan lanjutan dari infeksi 

I, baik pada populasi manusia dan juga populasi nyamuk. Adapun pengaruh yang 

terjadi pada populasi tersebut dapat dilihat pada Gambar 6 dan 7.   

  
 

  
 

Gambar 6 Dinamika populasi manusia (a) rentan, (b) terpapar, (c) terinfeksi, (d) 

sembuh terhadap waktu t untuk infeksi I pada kondisi tanpa vaksinasi 

(𝑝 = 0) dan nilai parameter (𝜇𝑣) dinaikkan. 

Pengaruh yang terjadi pada populasi nyamuk jika laju kematian nyamuk 

ditingkatkaan dapat dilihat pada Gambar 7. 

  
 

 

 

Gambar 7 Dinamika populasi nyamuk (a) rentan, (b) terpapar, (c) terinfeksi 

terhadap waktu t untuk infeksi II pada kondisi tanpa vaksinasi (𝑝 = 0) 
dan nilai parameter (𝜇𝑣) dinaikkan. 
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Pada infeksi II yang merupakan lanjutan dari infeksi I, awal simulasi 

populasi manusia pada kelas rentan semakin meningkat, sedangkan pada kelas 

populasi manusia yang lainnya semakin menurun. Hal ini dikarenakan peningkatan 

laju kematian nyamuk dapat menurunkan laju kematian nyamuk pada kelas terpapar 

dan kelas terinfeksi, sehingga menyebabkan manusia pada kelas rentan semakin 

bertambah.  

Populasi nyamuk, pada awal simulasi kelas yang rentan semakin meningkat. 

Hal ini dikarenakan peningkatan laju kematian nyamuk menyebabkan penurunan 

pada manusia terpapar dan terinfeksi. Akibatnya populasi nyamuk pada kelas rentan 

semakin bertambah.  

Selanjutnya dilakukan simulasi laju perubahan efektivitas vaksin (𝑝) 
terhadap penyebaran penyakit dalam populasi saat infeksi I dan infeksi II.  

 

Simulasi dengan Vaksinasi 

Infeksi I 

Simulasi ini diperlukan untuk melihat pengaruh efektivitas penggunaan 

vaksin 𝑝 terhadap penyebaran penyakit dalam populasi. Terdapat 4 nilai 𝑝 yang 

diambil pada interval [0.1,0.925] dengan langkah 0.275. Nilai parameter 𝜇𝑣 diambil 

pada interval yang ditetapkan dengan 𝜇𝑣  =  0.25, sedangkan parameter lain tetap 

dapat dilihat pada Tabel 1. Nilai ℛ0 pada saat nilai parameter 𝑝 ditingkatkan dapat 

dilihat pada Tabel 3. 

 

Tabel 3 

Nilai ℛ0 dengan Parameter 𝑝 Ditingkatkan dan Parameter Lain Tetap 

𝑝 Nilai ℛ0 

0.1 0.0196325 

0.375 0.0101397 

0.650 0.00770182 

0.925 0.00645629 

 

Berdasarkan Tabel 3 dapat diperhatikan bahwa nilai ℛ0 masih kurang dari 

1 bahkan sangat kecil. Meningkatnya efektivitas penggunaan vaksin 𝑝 

menyebabkan ℛ0 semakin menurun bahkan semakin kecil sehingga dapat menekan 

laju penyebaran penyakit. Akibatnya penyakit yang berkembang dalam populasi 

memiliki peluang yang sangat kecil.  

Selanjutnya dilakukan simulasi pengaruh peningkatan efektivitas 

penggunaan vaksin 𝑝  terhadap populasi, baik populasi manusia dan populasi 

nyamuk pada infeksi I. Adapun pengaruh yang terjadi pada populasi tersebut dapat 

dilihat pada Gambar 8 dan 9.   
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(a)  (b) 

(c)  (d) 

(a)  (b) 

(c) 

  

  
 

  
 

Gambar 8 Dinamika populasi manusia (a) rentan, (b) terpapar, (c) terinfeksi, (d) 

sembuh terhadap waktu t untuk infeksi I ketika efektivitas vaksin (𝑝) 
dinaikkan 

 

  
 

  

 

Gambar 9 Dinamika populasi nyamuk (a) rentan, (b) terpapar, (c) terinfeksi 

terhadap waktu t untuk infeksi I ketika efektivitas vaksin (𝑝) dinaikkan. 

Saat terjadinya infeksi ke I jika efektivitas penggunaan vaksin (𝑝) semakin 

naik, maka jumlah populasi manusia pada kelas yang rentan semakin menurun. Hal 

ini dikarenakan manusia tersebut telah dilindungi dari epidemi penyakit sehingga 

menyebabkan manusia yang sembuh semakin bertambah. Sehingga akan 

menyebabkan manusia terpapar dan terinfeksi semakin menurun.  

Selanjutnya dilakukan simulasi pengaruh peningkatan efektivitas vaksin 

(𝑝) terhadap populasi untuk infeksi II yang merupakan lanjutan dari infeksi I.   

 

Infeksi II 

Selanjutnya dilakukan simulasi pengaruh peningkatan efektivitas vaksin 

(𝑝) terhadap populasi untuk infeksi II yang merupakan lanjutan dari infeksi I, baik 

pada populasi manusia dan populasi nyamuk. Adapun pengaruh yang terjadi pada 

populasi tersebut dapat dilihat pada Gambar 10 dan 11. 
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(a)  (b) 

(c)  (d) 
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Gambar 10 Dinamika populasi manusia (a) rentan, (b) terpapar, (c) terinfeksi, (d) 

sembuh terhadap waktu t untuk infeksi II ketika efektivitas vaksin (𝑝) 
dinaikkan 

 

  

    
 

Gambar 11 Dinamika populasi nyamuk (a) rentan, (b) terpapar, (c) terinfeksi 

terhadap waktu t untuk infeksi II ketika efektivitas vaksin (𝑝) 
dinaikkan. 

Pada infeksi ke II yang merupakan lanjutan dari infeksi I jika efektivitas 

penggunaan vaksin (𝑝) semakin naik, maka jumlah populasi manusia pada kelas 

yang rentan semakin menurun. Hal ini dikarenakan manusia tersebut telah 

dilindungi dari epidemi penyakit sehingga menyebabkan manusia yang sembuh 

semakin bertambah. Sehingga akan menyebabkan manusia pada kelas terpapar dan 

terinfeksipun akan semakin menurun.  

 

 

5 SIMPULAN 

Berdasarkan analisis dan pembahasan yang dilakukan terhadap diagram 

kompartemen modifikasi infeksi ganda dapat disimpulkan, 

1. Titik tetap yang diperoleh ada dua yaitu titik tetap tanpa penyakit dan titik tetap 
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II stabil untuk kondisi ketika ℛ0 > 1. 
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2. Hasil simulasi saat infeksi I dan infeksi II menunjukkan bahwa meningkatnya 

laju kematian nyamuk menyebabkan ℛ0 turun, sehingga membantu menekan 

laju penyebaran penyakit. 
3. Hasil simulasi juga menunjukkan bahwa meningkatnya laju kematian nyamuk 

(𝜇𝑣) memberi pengaruh terhadap populasi manusia dan nyamuk, yaitu 

a. Pada infeksi I dan infeksi II, populasi manusia pada kelas rentan mengalami 

peningkatan. Hal ini dikarenakan peningkatan laju kematian nyamuk 

menyebabkan penurunan pada kelas nyamuk terpapar dan terinfeksi. 

Sehingga manusia pada kelas rentan semakin meningkat dan manusia pada 

kelas lainnya semakin berkurang.  

b. Pada infeksi I dan infeksi II, awal simulasi populasi nyamuk pada kelas 

rentan meningkat. Hal ini dikarenakan peningkatan laju kematian nyamuk 

menyebabkan penurunan pada kelas manusia terpapar dan terinfeksi. 

Sehingga nyamuk pada kelas rentan semakin bertambah.  

4. Hasil simulasi juga menunjukkan bahwa meningkatnya efektivitas vaksin (𝑝) 
memberi pengaruh terhadap populasi manusia dan nyamuk saat infeksi I dan 

infeksi II, yaitu semakin meningkatnya efektivitas penggunaan vaksin 

menyebabkan populasi manusia pada kelas rentan semakin menurun dan 

manusia yang sembuh semakin bertambah. Akibatnya manusia pada kelas 

terpapar semakin menurun dan populasi manusia pada kelas yang terinfeksipun 

semakin menurun. Sehingga laju penyebaran penyakit dalam populasi sangat 

kecil.  

5. Infeksi I bisa terjadi pada seluruh populasi yang rentan. Sementara infeksi II 

merupakan lanjutan dari infeksi I, sehingga total populasi infeksi kedua 

merupakan lanjutan dari infeksi I. Akibatnya total populasi infeksi II sudah 

lebih sedikit jika dibandingkan dengan infeksi I. 
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